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Abstract—Este trabalho apresenta uma ferramenta para
analise da poténcia instantinea em condicdes senoidais equili-
bradas a partir da definicio do tensor poténcia instantinea. A
representacio tensorial permite fazer a analogia entre os estudos
da mecénica dos meios continuos para deformacio e os estudos
das parcelas de poténcia ativa e reativa da poténcia instantinea
em sistemas trifasicos. O monitoramento das deformacoes de
um elemento cibico de volume unitario permite avaliar o
comportamento da poténcia instantinea no dominio do tempo.
Dessa forma, relaciona-se as deformacées no elemento ciibico com
as poténcias ativa e reativa. A proposta principal do documento é
a presentar uma ferramenta que auxilie as analises das alteracoes
na forma da onda da poténcia instantinea.

Index Terms—Tensor poténcia elétrica instantinea, Poténcia
ativa instantinea, Poténcia reativa instantinea.

I. INTRODUCAO

AUMENTO de dados que estdo sendo registrados em

redes de energia elétrica e a necessidade de desenvolver
novos métodos capazes de extrair informagdes uteis a partir
desses registros constituem um campo de pesquisa muito
ativo e desafiador. Monitoramento da qualidade de energia é
uma dessas dreas que podem se beneficiar da combinacdo de
principios de manipulacdo de dados e algoritmos de proces-
samento de sinais. Um exemplo é a andlise instantanea de
distirbios registrados durante o monitoramento da rede de
energia a qual pode ser usada para localizar falhas e analisar
o funcionamento do dispositivo de prote¢do. O primeiro passo
para realizar qualquer um desses objetivos consiste na extragdo
de caracteristicas significativas das formas de onda que estdo
relacionadas com os fendmenos estudados [1]. Os estudos
sobre qualidade de energia s@o atualmente baseados em duas
causas principais: a alta sensibilidade dos equipamentos elétri-
cos e eletrdnicos e nos requisitos de continuidade do servigo
em condigdes criticas [2].

Em 2004, Dai Xianzhong no trabalho intitulado "General-
ized Theory of Instantaneous Reactive Quantity for Multiphase
Power System" reuniu as teorias anteriormente desenvolvidas
para equacionar um sistema elétrico de poténcia polifasico
por meio da andlise tensorial. Até entdo algumas defini¢cdes
para sistemas trifdsicos como as de Peng em 1996 e em
1998 foram apresentadas, porém definiam a poténcia reativa
como um vetor e ndo era possivel utilizar essa definicao
para sistemas com mais de trés fases [3]. Entre as aplicacdes
que surgiram, destacou-se a utilizacdo da andlise tensorial da
poténcia elétrica instantanea de forma andloga ao estudo da
deformacdo na mecanica dos meios continuos [4].
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A interpretacdo geométrica do tensor poténcia instantinea
corresponde a um elemento infinitesimal de volume e faz
analogia com estudos na mecénica dos meios continuos. Esse
ramo da mecanica propde um modelo de estudo unificado para
s6lidos deformaveis, s6lidos rigidos e fluidos. O tensor de ten-
soes e o tensor de deformacdes sdo assuntos abordados nesse
ambito da mecanica dos meios continuos e serdo utilizados
para analogia neste trabalho.

Este trabalho tem como objetivo geral estudar a analogia
entre os conceitos tensoriais introduzidos por Dai em 2004 e os
conceitos tensoriais aplicados no estudo de deformagdes para
caracterizar o comportamento da poténcia elétrica instantanea.
Por fim apresenta-se uma ferramenta que permite visualizar o
comportamento do tensor poténcia instantinea.

II. ANALISE TENSORIAL DE UM SISTEMA ELETRICO DE
POTENCIA TRIFASICO

A. Principios do Tensor Poténcia Instantdnea

Para um sistema trifdsico podem-se definir a tensdo e a cor-
rente elétrica como vetores onde as componentes representam
a tensdo e a corrente instantdnea em cada fase com referéncia
ao neutro. Os vetores tensdo e corrente elétrica sdo definidos,
respectivamente, como

V= [vag vp V|, (1)
i=[ig 1p i) - 2)

Em um sistema trifasico equilibrado a poténcia ativa coin-
cide com a poténcia instantanea, tem-se que a poténcia ativa
pode ser representada em funcdo das grandezas vetoriais [5].

P=v-i=uv,1q + Vpip + Vclc 3)

Define-se a poténcia reativa a partir do produto vetorial entre
os vetores tensdo e corrente elétrica. Sendo assim, a poténcia
reativa agora € uma grandeza vetorial instantdnea expressa de
forma compacta por [6].

Uple — Velp
q=VXi= |04 —Vgic 4)
vaib - vbia

O tensor poténcia elétrica instantinea € definido como o
produto tensorial dos vetores tensdo e corrente elétrica [6].
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Fig. 1. Representacdo geométrica do tensor poténcia instantinea.

Sabe-se que um tensor de segunda ordem pode ser expresso
como a soma de um tensor simétrico € um antissimétrico,
sendo assim, pode-se escrever a Eq. (5) da seguinte forma:

1 T 1 T
§ij = 5[@11 + @ij} + 5[@3 - @z‘j] (6)

A primeira parcela da soma corresponde ao tensor simétrico
©;;™ e a segunda parcela corresponde ao tensor antissimétrico
@g]ﬂf e sdo expressos de acordo com as Egs. (7) e (8)

respectivamente [6].
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Observa-se que, no tensor simétrico, os elementos da diag-
onal correspondem as parcelas da poténcia ativa expressa na
Eq. 3).

A definicdo da poténcia reativa instantdnea a partir da
andlise tensorial estudada utiliza o vetor dual do tensor an-
tissimétrico que, em notagdo indicial, pode-se definir como
sendo

1 ant
qi = *Q&'jl«pij €, 9
onde ¢; € o vetor unitdrio que representa a diregdo i, € €,
é o simbolo de Levi-Civita [7], [8].

B. Principios do Tensor de Deformacdes

Quando sdo aplicadas forcas a um corpo, este pode
deformar-se, sendo possivel estudar as caracteristicas da de-
formacao independentemente das for¢as que a originaram.
Considera-se um corpo sélido e continuo sujeito conforme
o elemento cubico apresentado na Fig. 1. Este elemento de
volume € submetido a uma deformacdo, onde cada um dos
seus pontos passam de um estado inicial P para um estado
final P” conforme pode ser visto na Fig. 2.
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Fig. 2. Vetor deslocamento.

De acordo com a Fig. 2, o novo vetor posicido do ponto P”
pode ser obtido pela soma vetorial do vetor posi¢do inicial x;
com o vetor deslocamento u;. Em notag@o indicial, tem-se que

T, =z + ;. (10)

Portanto, considera-se que as componentes do deslocamento
u; sdo funcdes lineares das coordenadas x; do ponto P.
Desenvolvendo cada uma das componentes em série de Taylor

[9], tem-se que
U; = Uip + —8ui T
7 — W30 8117]‘ J-

Em (11), u;p e 2—57 sdo constantes de acordo com a
linearidade entre u; e x;. O fato de esta relacdo ser linear
implica que na vizinhanga infinitesimal de um ponto, todos os
pontos apresentam a mesma deformacao, tratando-se, portanto
de uma deformacgdo homogénea [9], [10]. Substituindo (11) em

(10), tem-se que

’ 8ul
Ty = Ti + Uip + xj.
3xj
Essa expressdo caracteriza uma transformacdo afim, uma
vez que a deformacdo ndo d4 origem a sobreposicao de matéria
nem ao aparecimento de vazios (ver Fig. 3) [9].

Considerando o tensor transformagio e;; = g;“;
J

(an

(12)

e decom-

pondo esse tensor em uma componente simétrica ef}m e outra
antissimétrica e%m, a Eq. (11) pode ser reescrita como

13)

sim ant
U; = U0 + €i; Tj + €ij Tj-
Observa-se que o vetor deslocamento é composto por trés

termos como observado na Eq. (13): ul, u} e uP. O termo
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Fig. 4. Representagdo geométrica do deslocamento devido a rotag@o.

ul = ;o representa um deslocamento da origem do sistema.
R _ _ant,.. = D _ _ant,..
O termo u; = €;; Tj IEpresenta uma rotagao € u; = ;T
uma deformacgdo pura. Sendo assim, o vetor deslocamento
pode ser escrito como [9]

[ :uf—i—u?—i—u?. (14)

O estudo do estado de deformacdo no entanto fornece mais
informagdes quando se analisa os fendOmenos separadamente,
sendo essa a maneira abordada nesse trabalho. Considera-se
que a origem ¢é fixa e entdo o primeiro termo da Eq. (14)
se anula restando apenas os termos de rotacdo e deformacdo
pura.

C. Deformacdo por Rotacdo
Analisando o segundo termo da Eq. (14), tem-se:

ant ant
0 —e3" e
ant __ ant ant
€ij = | €21 0 —e5) (15)
ant ant
—ei3 €3y 0
Sendo w; o vetor dual do tensor antissimétrico e?"f, tem-se
ij
que
J— _1 ... ant _ ( ant _ant ant) (16)
Wi = —5Cijkej ek = (€327 ,€13 +€21

Realizando o produto vetorial entre o vetor w; e o vetor
posi¢do z; do ponto P conclui-se que o vetor resultante desse
produto é exatamente o vetor deslocamento rotacional u‘f [71,
[9]. Observa-se essa conclusido no desenvolvimento abaixo.

el ey e eSftrs —eSit ey
EijkW;Ty = |wy we ws| = |e§ay —elhtag (17)
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De acordo com a definicao para produto vetorial [7], pode-
se reescrever o vetor uX conforme

uy = eijpwiz; = wjlzy|sen(a)n;, (18)

onde « € o angulo entre os vetores w; e x;, € n; € 0 vetor
unitério normal ao plano (w;,z;). Observa-se que o vetor w;
representa o eixo de rotacdo pois € o lugar geométrico dos
pontos que apresentam a componente rotacional nula.

De acordo com a Fig. 4, o angulo de rotacdo w do ponto
X é

R

_ lui | |uy

XX’ |zglsen(a)’

w = tan(w) (19)

sim X
dx e, dx
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Fig. 5. Face do cubo sujeita a uma deformacgdo de extensio.

Sendo w muito pequeno pode-se fazer a aproximagido w =
tan(w) . Substituindo a Eq. (18) na Eq. (19) tem-se que
_Jwg|zgfsen(a)

= = [wi.

|x;|sen(«) (20)

Conclui-se que o angulo de rotagdo € aproximadamente
igual ao médulo do vetor que representa o eixo de rotagdo. No
estudo proposto observa-se que o tensor analisado é o tensor
poténcia instantinea, ou seja, e;; = ;. Sendo assim, o vetor
dual € o vetor poténcia reativa g; conforme a Eq. (4), portanto,
€ o eixo de rotacdo do elemento infinitesimal e seu moédulo
indica aproximadamente o angulo de rotagdo observado.

D. Deformagdo Pura

A deformacgdo pura é caracterizada pelo tensor simétrico

e;;" e sua representacdo matricial ¢

sim  ,sim  ,stm

€11 €12 €13

sim __ sim _sim ,sim

€5 = |€31 €39 €53 2D
sim ,sim ,sim
€31 €33 €33

A andlise da deformac@o pura é analisada em duas partes
separadamente para facilitar a visualizacdo dos resultados. A
primeira parte observa os elementos da diagonal principal
do tensor simétrico ef/™ e é conhecida como o estudo da
extensdo do elemento infinitesimal. Estes elementos serdo os
responsdveis pela alteragdo do volume sem alterar os angulos
dos vértices do elemento em estudo. A segunda parte observa
os elementos fora da diagonal principal, ou seja, i # j, e é
conhecida como estudo da distor¢ao do elemento infinitesimal.
Esses elementos ndo alteram o comprimento das arestas do
elemento, alteram apenas o angulo, por conseguinte, tem-se a
mudanga da forma do elemento sem alterar o volume.

Diferentemente do estudo da rotagdo, o estudo das defor-
magdes puras é melhor entendido quando se analisa cada
face do cubo apresentado na Fig. 1. Na Fig. 5, observa-se
uma face do cubo relativa ao plano (z,y). O tracejado indica
uma alteracdo no comprimento da face na dire¢do do eixo x
devido a deformagdo por extensao provocada pela componente
do tensor simétrico e5i™. Para o comportamento das outras
basta fazer uma alteracdo dos indices

sim s1m
componentes e7;"" € e59

respeitando a alteragcdo das faces na qual cada componente se
aplica.



No livro do professor Francisco Correia de Aratjo, "Elas-
ticidade e Plasticidade", encontra-se o desenvolvimento que
relaciona as componentes ¢ = j do tensor simétrico com a
alteracdo volumétrica do cubo. Apds algumas consideracdes,
Correia de Aratjo (1961) conclui que a variagdo de volume por
unidade de volume, ou deformacdo volumétrica, é calculada
por [11]

AdV
dv

Considerando que o tensor deformacdo na analogia proposta
é o tensor poténcia instantdnea, conclui-se que a variacio
volumétrica do elemento em estudo se relaciona com a potén-
cia ativa de acordo com equacdo abaixo.

AdV

dv
Observando agora os elementos fora da diagonal principal
do tensor ef}m, referentes a deformacdo por distor¢do, tem-se
que eles implicam em uma alteragdo da forma das faces sem
alterar os comprimentos. Este trabalho ndo analisou a relacio
entre a deformacdo por distor¢do e os conceitos aplicados
para poténcia. Portanto as analises apresentadas na préxima
secdo relacionardo os conceitos da poténcia instantanea com as
deformagdes de rotacdo e extensdo do elemento volumétrico.

stm stm stm

=ep; Teyp +es3 (22)

= Vglq + Vplp + Veie = P (23)

ITII. SIMULACOES E ANALISES DE RESULTADOS

Esta secdo apresentard simulagdes de circuitos elétricos
e das visualizagdes do modelo estudado. O ambiente para
simulacdo utilizado foi o software MATLAB. Propde-se im-
plementar os trés circuitos elétricos presentes em [6]: resistivo
equilibrado, resistivo-indutivo equilibrado e resistivo desequi-
librado. As simulag¢des desses circuitos e visualizacdes serdo
apresentadas e analisadas individualmente nas subse¢des a
seguir.

A andlise dos resultados foi observada em trés pontos ¢
distintos dentro do dominio de tempo estabelecido. Esses trés
pontos sdo: t; = 0,0028 s, to = 0,009 s e t3 = 0,0142 s. A
escolha dos pontos foi de acordo com os resultados obtidos
para circuito desequilibrado que serd apresentado na ultima
subsecdo e coincide com os pontos observados em [6].

A. Circuito Resistivo Equilibrado

O circuito resistivo equilibrado mostrado na Fig. 6 é um
circuito trifasico onde Ry € a impedancia da linha e R € a
impedancia da carga.
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Fig. 6. Circuito resistivo equilibrado.

A Fig. 7 mostra os resultados obtidos para os trés pontos
de andlise e para os dois tipos de deformagdo. O pontilhado

em azul representa o cubo de referéncia sem nenhuma defor-
macao.
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Fig. 7. Resultado para simula¢do do circuito resistivo equilibrado: (a)
Deformagdo por extensdo; (b) Deformagdo por rotacdo.
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Faces do cubo apresentado na Fig. 7(b).
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Fig. 8.

Observa-se na Fig. 7(b) que a deformacdo de extensdo
ocorre alterando o volume do cubo sem alterar sua posigdo.
E possivel observar que, em diferentes instantes de tempo,
ocorre uma variagdo na deformacao por fase. Esse resultado é
de acordo com o fato que, a cada passo do tempo, os valores
de tensdo e de corrente por fase variam, como consequéncia
a deformacdo por fase também varia. Essas mudangas com
relacdo as fases podem ser visualizadas na Fig. 11 onde sdo
apresentadas as faces do cubo em deformacdo por extensdo.
No entanto sabe-se que a poténcia ativa do sistema resistivo
equilibrado € constante e diferente de zero. Sendo assim ha
uma deformacdo volumétrica e ela é constante de acordo com
a defini¢do em (23). A Fig. 7(c) mostra que ndo ha deformacao
de rotacdo do cubo. Esse resultado é esperado e coerente com
o apresentado na Eq. (20) pois a poténcia reativa é nula neste
caso.

B. Circuito Equilibrado RL

O circuito de prova apresentado anteriormente apresentou
poténcias ativa e reativa constantes, porém a poténcia reativa
era nula implicando uma auséncia de deformagdo de rotag@o.



Para observar a rotacdo escolhe-se um circuito resistivo in-
dutivo RL equilibrado, no qual deverd aparecer uma poténcia
reativa constante diferente de zero. O circuito é apresentado
na Fig. 9.
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Fig. 9. Circuito RL equilibrado.

De maneira semelhante ao obtido no circuito anterior, o
cubo sofre deformacdo de extensdo devido a existéncia de
poténcia ativa. O volume do cubo inicial portanto € alterado,
porém permanece constante pois a poténcia ativa do sistema
é constante.
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Fig. 10. Resultado para simulagdo do circuito RL equilibrado: (a) Defor-
macdo por extensdo; (b) Deformacdo por rotagdo.
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Fig. 11. Faces do cubo apresentado na Fig. 10(b).

Observa-se da Fig. 10(b) que o cubo sofre uma deformacio
de rotacdo. A rotacdo do cubo é exatamente a mesma em todos
os trés pontos analisados indicando que o angulo de rotacdo
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Fig. 13.  Resultado para simulagdo do circuito resistivo desequilibrado: (a)

Deformag@o por extensdo; (b) Deformac@o por rotacao.

é constante. Esse resultado foi observado devido o médulo da
poténcia reativa ser constante em um circuito equilibrado RL.

C. Circuito Resistivo Desequilibrado

Os circuitos de prova anteriores tinham como caracteristica
comum o valor constante das poténcias ativa e reativa sendo
que, em situacdes praticas, isso raramente ocorre. Para ob-
servar o comportamento do modelo em uma situagdo em que
as poténcias ndo possuam valores constantes, analisa-se um
circuito de prova com carga desequilibrada como mostrado na
Fig. 12.
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Fig. 12. Circuito resistivo desequilibrado.

O circuito simulado tem como caracteristica principal a
inconstincia das poténcias ativa e reativa. Esse fato ocorre
devido ao desequilibrio da carga. Sendo assim, quando se
efetua a soma das poténcias em cada fase, a poténcia ndo serd
independente do tempo, pois as fun¢gdes seno ndo se anulardo
[12].

De maneira semelhante ao obtido no circuito anterior, o
cubo sofre deformacdo de extensdo devido a existéncia de
poténcia ativa. O volume do cubo inicial, portanto é alterado
e ndo permanece constante, pois a poténcia ativa do sistema é
varidvel conforme apresentado na Fig. 13. A visualizacio por
face da deformacgdo por extensdo € apresentada na Fig. 14.

Observa-se na Fig. 14 que nio héd deformacio com relagdo a
fase C. Esse resultado estd de acordo com o esperado pois, no
circuito analisado, ndo ha corrente nessa fase. Comparando
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Fig. 14. Faces do cubo apresentado na Fig. 13(b).

as imagens da primeira coluna, referente (¢t = 0,0028 s)
com as imagens da ultima coluna (¢ = 0,0142 s), observa-
se que na primeira tem-se deformagdo tanto com relacio a
fase A quanto com a fase B, porém na ultima tem-se apenas
deformacdo com relacdo a fase A. Essa observacdo permite
concluir visualmente que existiu uma mudanga no volume do
cubo entre os tempos analisados. Observa-se também que a
deformacgdo de extensdo maxima ocorreu quando a poténcia
ativa foi maxima. Resultado de acordo com a Eq. (23) que
relaciona o volume do cubo com a poténcia ativa.

Analisando a deformacdo de rotagdo detalhadamente na
Fig. 13(b), observa-se que o angulo de rotagdo do cubo nio
foi constante no dominio do tempo, resultado coerente com
apresentado na Eq. (20). Sendo assim, espera-se que o angulo
de rotagdo seja nulo quando a poténcia reativa for nula. O
valor minimo da poténcia reativa na simulacdo proposta nao
€ nulo, porém é préximo a zero e, nesse ponto, a rotagdo do
cubo foi praticamente imperceptivel.

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma ferramenta visual
baseada na representacdo tensorial para a andlise da poténcia
instantdnea. Os resultados obtidos sdo coerentes com as teo-
rias estudadas convencionalmente e préximos aos resultados
encontrados em trabalhos sobre o assunto. Com essa aplicacio
foi possivel observar mais detalhadamente o comportamento
da poténcia instantdnea a partir da utilizagdo dos conceitos
existentes no estudo da deformacg@o dos materiais. Enquanto
nos trabalhos pesquisados o volume e a forma do cubo
permaneciam constantes quando a poténcia ativa do sistema
era constante, no trabalho proposto apenas o volume per-
maneceu constante enquanto o cubo se deformava indicando a
contribuicdo de cada fase. A visualizacdo do modelo por face
aplicado nesse trabalho também € um dos recursos disponiveis
na ferramenta. Apds o estudo detalhado das teorias envolvidas
e do entendimento do funcionamento do modelo € possivel
projetar algumas linhas de estudo para dar continuidade ao
iniciado com este trabalho. Um importante passo pode ser
dado estudando o comportamento do modelo em sistemas
ndo lineares. Dado que a alteragdo nas formas da onda da
tensdo e da corrente podem influenciar na deformagéo do cubo
indicando algum tipo de padrdo.

REFERENCES

[1] V. Barrera, J. Meléndez, and S. Herraiz, “Waveform segmentation
for intelligent monitoring of power events,” Electric Power Systems
Research, vol. 93, pp. 67-75, 2012.

[2] J. Jagua, V. Barrera, G. Carrillo, and J. Meléndez, “Waveform segmen-
tation based on tensor analysis,” in ANDESCON, 2010 IEEE, Setembro
2010, pp. 1-7.

[3] X. Dai, G. Liu, and R. Gretsch, “Generalized theory of instantaneous
reactive quantity for multiphase power system,” Power Delivery, IEEE
Transactions on, vol. 19, no. 3, pp. 965-972, Julho 2004.

[4] A.J. Ustariz and H. E. T. E.A. Cano, “Tensor analysis of the instanta-
neous power in electrical networks,” Electric Power Systems Research,
vol. 80, pp. 788-798, Janeiro 2010.

[5] P. Salmer6é and R. S. Herrera, “Instantaneous reactive power theory
- a general approach to poly-phase systems,” Electric Power Systems
Research, vol. 79, pp. 788-798, Abril 2009.

[6] H. E. T. A. J. Ustariz, E.A. Cano, “Evaluacion, interpretacién y visu-
alizacion de la potencia instantdnea en sistemas eléctricos,” V Simposio
Internacional sobre Calidad de la Energia Eléctrica, p. 7, Agosto 2009.

[71 G.Malajovich, Algebra Linear. Departamento de Matemdtica Aplicada,
Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ. Versao eletronica, 2010.

[8] M. Lai, E. Krempl, and D. Ruben, Introduction to Continuum Mechan-
ics, 4th ed. Elsevier, 2010.

[9] 1. S. Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity.
Graw Hill, 1946.

[10] A. S. Saada and T. F. Irvine, Elasticity: Theory and Applications.
York: Pergamon Press, 1974.

[11] C. A. Aratjo, Elasticidade e Plasticidade.
Portuguesa, 1961.

[12] C. K. Alexander and M. N. O. Sadiku, Fundamentals of Electric
Circuits. Mc Graw Hill, 2009.

New York: Mc
New

Porto, Portugal: Imprensa

Eduardo Leite Jr. E engenheiro de energia formado em 2015 pela Univer-
sidade de Brasilia (UnB). Atualmente é aluno de mestrado pelo Programa
de P6s-Graduacdo de Engenharia Elétrica da UnB. Tem especial interesse
nas areas de protecdo de sistemas elétricos, transitérios eletromagnéticos,
simula¢des em tempo real e poténcia instantanea.

Jorge Cormane Engenheiro Eletricista, professor da Universidade de Brasilia
do curso de Engenharia de Energia. Desenvolve pesquisas nas dreas de
qualidade da energia elétrica, geracdo distribuida (Solar e Edlica) e redes
elétricas inteligentes.



