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Resumo—Neste trabalho apresenta-se um novo algoritmo heurís-
tico construtivo (AHC) para resolver o problema de planejamento 
da expansão de sistemas de distribuição (PESD) de energia elé-
trica. Na formulação deste problema, considera-se a expansão de 
novas subestações, o reforço de subestações existentes, a adição de 
novos alimentadores em novos caminhos e a troca de alimentado-
res existentes. Um novo modelo exato de programação não linear 
inteira mista para o PESD, adequado para ser resolvido pelo 
AHC, é apresentado. A configuração radial do sistema é obtida 
utilizando-se uma estratégia baseada no algoritmo de Kruskal, 
em que os valores dos arcos do grafo são calculados em cada ite-
ração a partir da resolução do modelo de programação não linear 
(PNL), obtido a partir da relaxação da integralidade das variáveis 
de investimento do modelo exato. O AHC foi escrito em lingua-
gem AMPL e os subproblemas de PNL foram resolvidos utili-
zando-se o solver IPOPT. Foram realizados testes em um sistema 
de 54 barras e os resultados indicam que a metodologia proposta 
é capaz de encontrar soluções de boa qualidade para o problema. 

Palavras-chave—Algoritmo heurístico construtivo, planejamento 
da expansão de sistemas de distribuição, programação não linear. 
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I. INTRODUÇÃO 

Neste trabalho é proposto um algoritmo heurístico constru-
tivo (AHC), para resolver o problema de planejamento da ex-
pansão de sistemas de distribuição (PESD) de energia elétrica 
estático, ou seja, considerando apenas um estágio. Neste pro-
blema, o objetivo é encontrar o plano ótimo de expansão do 
sistema de distribuição para o horizonte de planejamento. 
Neste contexto, são dados do problema a topologia base ou to-
pologia corrente do ano base, com as subestações e alimenta-
dores existentes, a carga futura em cada barra de carga para o 
horizonte de planejamento e as opções de expansão, isto é, as 
subestações que podem ser reforçadas, novas subestações que 
podem ser construídas, novos alimentadores que podem ser 
construídos em novos caminhos e as opções de troca de ali-
mentadores existentes. A partir destes dados, deve-se encontrar 
o plano ótimo de expansão, isto é, determinar quais destes no-
vos componentes devem ser construídos para que o sistema 
opere de forma adequada no horizonte de planejamento, com 
custo mínimo de expansão e de operação do sistema elétrico. 

Para ser factível, uma solução do problema de PESD deve 
ser radial (deve ter a estrutura de uma árvore geradora, do 
ponto de vista de teoria de grafos), e deve cumprir com as se-
guintes restrições operacionais: 1) limites de tensão nas barras 
do sistema; 2) capacidade de corrente dos alimentadores; 3) as 
duas leis de Kirchhoff e 4) capacidade das subestações. 

Existem vários trabalhos que abordam o problema de 
PESD, propondo várias técnicas de solução, como heurísticas, 
meta-heurísticas e modelos aproximados ou relaxados para se-
rem resolvidos com métodos exatos. A referência [1] foi o pri-
meiro trabalho a abordar o PESD como um problema de otimi-
zação, utilizando programação linear. Uma revisão completa 
sobre os trabalhos que abordam o problema de PESD é feita 
em [2]. Neste trabalho são apresentadas várias abordagens para 
o problema de PESD, dentre elas, o planejamento com segu-
rança e com incertezas, e as várias técnicas de solução já utili-
zadas. Nos primeiros trabalhos que abordam o PESD, o mo-
delo de operação considerado para a rede era o DC. 

Diferentes meta-heurísticas foram utilizadas para resolver 
o problema de PESD [3]–[6], destacando-se o uso de algorit-
mos genéticos. A referência [3] apresenta um algoritmo gené-
tico para o problema de PESD multiestágio. Os resultados são 
apresentados considerando-se otimização multiobjetivo, le-
vando em conta investimentos e confiabilidade. A referência 
[4] apresenta um algoritmo genético para resolver o problema 
de PESD em sistemas de distribuição de energia elétrica 
(SDEE) de grande porte. Em [5] é apresentado um algoritmo 
de colônia de formigas para o PESD. Em [6] é apresentada uma 
abordagem utilizando um algoritmo genético multiobjetivo 
considerando custos de expansão e índices de faltas. 

A referência [7] apresenta um algoritmo heurístico constru-
tivo para o problema de PESD. Em cada etapa do algoritmo, 
os pesos dos ramos são obtidos resolvendo-se um modelo re-
laxado do problema exato de programação não linear inteira 
mista (PNLIM). Na metodologia proposta são consideradas as 
equações de fluxo de carga para sistemas de transmissão. Uma 
fase de melhoria local também é utilizada. Em [8] é abordado 
o tema de como se considerar a restrição de radialidade em 
problemas de otimização de sistemas de distribuição. 

Recentemente, modelos exatos mais realistas foram pro-
postos para o problema de PESD, como exemplo [9]–[12], que 
consideram a operação AC do sistema. Em [9] é apresentado 
um modelo de programação linear inteira mista (PLIM) para o 
problema de seleção ótima de condutores. Em [10] apresenta-
se um modelo de programação cônica inteira mista para o pro-
blema de PESD. A referência [11] apresenta um modelo de 
programação cônica de segunda ordem inteira mista para o 
problema de PESD, considerando também alocação simultâ-
nea de bancos de capacitores. Finalmente, em [12] é apresen-
tado um modelo de PLIM para o problema de PESD multies-
tágio considerando também a alocação de bancos de capacito-
res e reguladores de tensão simultaneamente. 

A principal contribuição deste trabalho é um novo algo-
ritmo heurístico construtivo para o problema de PESD, que uti-
liza uma nova estratégia para o problema de seleção de condu-
tores e recondutoramento. Um novo modelo de PNLIM para o 
problema de PESD, mais adequado de ser resolvido iterativa-
mente pelo AHC, também é apresentado. 

II. MODELO MATEMÁTICO PARA O PROBLEMA DE PESD 

A. Operação em Regime Permanente de SDEE 

A operação em regime permanente de um sistema de dis-
tribuição radial é modelada nesse artigo assumindo-se que: (a) 
a carga é representada como demandas de potência ativa e re-
ativa constantes; (b) as perdas de potência ativa e reativa do 
ramo 𝑖𝑗 estão concentradas na barra 𝑖; (c) o sistema é balance-
ado, e pode ser representado por um equivalente monofásico. 
Estas três considerações são mostradas na Fig. 1. Os termos 
𝑅𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗

2  e 𝑋𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗
2  representam as perdas de potência ativa e rea-

tiva do ramo 𝑖𝑗, respectivamente. 

 
Figura 1.  Sistema de distribuição ilustrativo com três barras. 
 

As equações que representam a operação em regime per-
manente de um SDEE radial são mostradas em (1)–(4) [9]. Es-
tas equações são utilizadas no método de fluxo de carga por 
varredura [13]. 

∑ 𝑃𝑘𝑖
𝑘𝑖∈Ω𝑏

− ∑ (𝑃𝑖𝑗 + 𝑅𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗
2 )

𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ 𝑃𝑖
𝑆 = 𝑃𝑖

𝐷
∀𝑖 ∈ Ω𝑛 (1)

∑ 𝑄𝑘𝑖
𝑘𝑖∈Ω𝑏

− ∑ (𝑄𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗
2 )

𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ 𝑄𝑖
𝑆 = 𝑄𝑖

𝐷
∀𝑖 ∈ Ω𝑛 (2)

𝑉𝑖
2 − 𝑉𝑗

2 = 2(𝑅𝑖𝑗𝑃𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗𝑄𝑖𝑗) + 𝑍𝑖𝑗
2 𝐼𝑖𝑗

2  ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (3)

𝐼𝑖𝑗
2 𝑉𝑗

2 = 𝑃𝑖𝑗
2 + 𝑄𝑖𝑗

2 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (4)
As equações de balanço de potência ativa e reativa (lei de 

Kirchhoff das correntes) em todas as barras são representadas 
por (1) e (2). A aplicação sistemática da lei de Kirchhoff das 
tensões ao sistema é expressa em (3) e (4). 

𝑃𝑘𝑖, 𝑄𝑘𝑖, 𝐼𝑘𝑖𝑉𝑘 𝑉𝑖 𝑉𝑗𝑃𝑖𝑗,𝑄𝑖𝑗, 𝐼𝑖𝑗

(𝑅𝑘𝑖,𝑋𝑘𝑖, 𝑍𝑘𝑖) (𝑅𝑖𝑗,𝑋𝑖𝑗, 𝑍𝑖𝑗)

𝑘 𝑖 𝑗
𝑃𝑘

𝑆 + 𝑗𝑄𝑘
𝑆 𝑃𝑖

𝐷 + 𝑗𝑄𝑖
𝐷 𝑃𝑗

𝐷 + 𝑗𝑄𝑗
𝐷

𝑅𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗
2

+ 𝑗𝑋𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗
2

𝑅𝑘𝑖𝐼𝑘𝑖
2

+ 𝑗𝑋𝑘𝑖𝐼𝑘𝑖
2



B. Modelagem Alternativa para a Seleção de Condutores 

Diferentemente dos modelos matemáticos apresentados em 
[9]–[12], que consideram em cada ramo do sistema uma vari-
ável binária de investimento para cada opção de condutor, e 
que apenas uma dessas variáveis deve ser igual a “1”, indi-
cando a opção escolhida, neste trabalho, a lógica de seleção de 
um condutor pelo modelo é feita de maneira diferente. O pro-
pósito desta modelagem alternativa é tornar o modelo mais 
adequado no contexto do AHC que será apresentado. 

A principal dificuldade que aparece ao se tentar resolver os 
modelos tradicionais utilizando AHCs é a de que um condutor 
em um ramo definido em uma iteração do algoritmo não tenha 
capacidade de corrente suficiente nas iterações finais, levando 
a subproblemas de PNL infactíveis. 

O modelo apresentado neste trabalho considera em cada 
ramo 𝑖𝑗 do sistema, para cada opção de condutor, uma variável 
de investimento binária 𝑤𝑖𝑗,𝑦. Considere o seguinte exemplo 
ilustrativo: no caminho 𝑖𝑗 podem ser instalados três tipos de 
condutores, de tipo 1, 2 ou 3. Neste caso, se 𝑤𝑖𝑗,1 = 1 e 
𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 0, o condutor de tipo 1 é o escolhido; se 
𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,3 = 0, o condutor de tipo 2 é o esco-
lhido; finalmente, se 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 1, o condutor de 
tipo 3 é o escolhido. Assim, os parâmetros dos condutores de-
vem ser redefinidos como incrementos. Para 𝑦 = 1 define-se 
∆𝑟𝑖𝑗,1 = 𝑅1𝑙𝑖𝑗, ∆𝑥𝑖𝑗,1 = 𝑋1𝑙𝑖𝑗, ∆𝑧𝑖𝑗,1

2 = (𝑅1
2 + 𝑋1

2)𝑙𝑖𝑗 e 

∆𝐼𝑖𝑗,1
2 = 𝐼1

2
. Para 𝑦 > 1: 

∆𝑟𝑖𝑗,𝑦 = 𝑅𝑦𝑙𝑖𝑗 − 𝑅𝑦−1𝑙𝑖𝑗 (5)

∆𝑥𝑖𝑗,𝑦 = 𝑋𝑦𝑙𝑖𝑗 − 𝑋𝑦−1𝑙𝑖𝑗 (6)

∆𝑧𝑖𝑗,𝑦
2 = (𝑅𝑦

2 + 𝑋𝑦
2)𝑙𝑖𝑗 − (𝑅𝑦−1

2 + 𝑋𝑦−1
2 )𝑙𝑖𝑗 (7)

∆𝐼𝑖𝑗,𝑦
2 = 𝐼𝑦

2𝑙𝑖𝑗 − 𝐼𝑦−1
2 𝑙𝑖𝑗 (8)

Os equivalentes são calculados utilizando-se (9)–(11). 

𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑟𝑖𝑗,𝑦𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌
 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (9)

𝑋𝑖𝑗
𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑥𝑖𝑗,𝑦𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌
 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (10)

𝑍𝑖𝑗
2,𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑧𝑖𝑗,𝑦

2 𝑤𝑖𝑗,𝑦
𝑦∈𝑌

 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (11)

Como exemplo, considere um caminho 𝑖𝑗, com 𝑙𝑖𝑗 = 1 km, 
e as quatro opções de condutores mostradas na Tabela I [9]. 

TABELA I  CARACTERÍSTICAS DOS TIPOS DE CONDUTORES 

Tipo 𝑦 𝑅𝑦 (Ω/km) 𝑋𝑦 (Ω/km) 𝐼𝑦 (A) 

1 0,3655 0,2520 150 
2 0,2921 0,2466 250 
3 0,2359 0,2402 350 
4 0,1932 0,2279 450 

Neste caso: ∆𝑟𝑖𝑗,1 = 0,3655 Ω, ∆𝑟𝑖𝑗,2 = −0,0734 Ω, 
∆𝑟𝑖𝑗,3 = −0,0562 Ω e ∆𝑟𝑖𝑗,4 = −0,0427 Ω. Tem-se que: 

𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = ∆𝑟𝑖𝑗,1𝑤𝑖𝑗,1 + ∆𝑟𝑖𝑗,2𝑤𝑖𝑗,2 + ∆𝑟𝑖𝑗,3𝑤𝑖𝑗,3 + ∆𝑟𝑖𝑗,4𝑤𝑖𝑗,4 (12)

Assim, se: 

i. 𝑤𝑖𝑗,1 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = 0,3655 Ω;

ii. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = 0,2921 Ω;

iii. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = 0,2359 Ω;

iv. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 1: 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = 0,1932 Ω.

Note que em (i) 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 corresponde à escolha do condutor do 

tipo 1, em (ii) à escolha do tipo 2, em (iii) à escolha do tipo 3 
e em (iv) à escolha do tipo 4. Os outros parâmetros e os res-
pectivos equivalentes podem ser calculados utilizando a 
mesma lógica. 

Os incrementos dos custos são definidos como mostrado 
em (13)–(16), onde 𝑡𝑖𝑗 representa o tipo de condutor existente 
no ramo 𝑖𝑗, 𝐶𝑡𝑖𝑗,𝑦

𝐿  é o custo, por unidade de comprimento, de 

se trocar o condutor do tipo 𝑡𝑖𝑗 pelo tipo 𝑦 e 𝑀  é um número 
grande, muito maior que todos os outros custos, para indicar 
que o recondutoramento não é uma proposta vantajosa, pois 
envolve a toca de um condutor por outro de menor capacidade. 

∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 = 𝐶𝑡𝑖𝑗,𝑦

𝐿 𝑙𝑖𝑗 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, 𝑦 ∈ 𝑌 |𝑦 = 1 e 𝑡𝑖𝑗 ≤ 1 (13)

∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 = 𝐶𝑡𝑖𝑗,𝑦

𝐿 𝑙𝑖𝑗 − 𝐶𝑡𝑖𝑗,𝑦−1
𝐿 𝑙𝑖𝑗  (14)

∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, 𝑦 ∈ 𝑌 |(𝑦 > 1 e 𝑡𝑖𝑗 ≤ 1) ou (𝑡𝑖𝑗 > 1 e 𝑦 > 𝑡𝑖𝑗) 

∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 = 𝑀  ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, 𝑦 ∈ 𝑌 |𝑡𝑖𝑗 > 1 e 𝑦 < 𝑡𝑖𝑗 (15)

∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 = −𝑀(𝑡𝑖𝑗 − 1)  (16)

∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, 𝑦 ∈ 𝑌 |𝑡𝑖𝑗 > 1 e 𝑦 = 𝑡𝑖𝑗
O custo da escolha de um condutor do tipo 𝑦 para o cami-

nho 𝑖𝑗, 𝑐𝑖𝑗
𝐿 , é obtido como mostrado em (17). 

𝑐𝑖𝑗
𝐿 = ∑ ∆𝑐𝑖𝑗,𝑦

𝐿 𝑤𝑖𝑗,𝑦
𝑦∈𝑌

 (17)

Como exemplo do cálculo do custo da escolha de um con-
dutor do tipo 𝑦 para um ramo 𝑖𝑗, com 𝑙𝑖𝑗 = 1 km, considere 
que inicialmente exista um condutor do tipo 𝑡𝑖𝑗 = 2 instalado 
nesse ramo. Adicionalmente, considere os custos de instalação 
e recondutoramento mostrados na Tabela II [9]. 

TABELA II  CUSTO DE RECONDUTORAMENTO DO CONDUTOR DO TIPO 𝑡𝑖𝑗 

PARA O TIPO 𝑦 (103 US$/km) 

 
Para o tipo 𝑦 

1 2 3 4 

D
o 

ti
po

 𝑡 𝑖
𝑗 0 30 35 42 46 

1 0 34 41 44 
2 𝑀  0 40 41 
3 𝑀  𝑀  0 40 
4 𝑀  𝑀  𝑀  0 

Neste caso, utilizando-se (15): ∆𝑐𝑖𝑗,1
𝐿 = 𝑀 × 103 US$, 

por (16): ∆𝑐𝑖𝑗,2
𝐿 = −𝑀 × 103 US$, e por (14): ∆𝑐𝑖𝑗,3

𝐿 = 40 ×
103 US$ e ∆𝑐𝑖𝑗,4

𝐿 = 1 × 103 US$. Tem-se que: 

𝑐𝑖𝑗
𝐿 = ∆𝑐𝑖𝑗,1

𝐿 𝑤𝑖𝑗,1 + ∆𝑐𝑖𝑗,2
𝐿 𝑤𝑖𝑗,2 + ∆𝑐𝑖𝑗,3

𝐿 𝑤𝑖𝑗,3 + ∆𝑐𝑖𝑗,4
𝐿 𝑤𝑖𝑗,4 (18)



Assim, se: 

i. 𝑤𝑖𝑗,1 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑐𝑖𝑗
𝐿 = 𝑀×103 US$;

ii. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑐𝑖𝑗
𝐿 = 0×103 US$;

iii. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 1 e 𝑤𝑖𝑗,4 = 0: 𝑐𝑖𝑗
𝐿 = 40×103 US$;

iv. 𝑤𝑖𝑗,1 = 𝑤𝑖𝑗,2 = 𝑤𝑖𝑗,3 = 𝑤𝑖𝑗,4 = 1: 𝑐𝑖𝑗
𝐿 = 41×103 US$.

As situações, (i), (ii), (iii) e (iv) correspondem ao custo de 
se trocar um condutor do tipo 𝑡𝑖𝑗 = 2 por um condutor do tipo 
𝑦 = 1, 𝑦 = 2, 𝑦 = 3 ou 𝑦 = 4, respectivamente. 

Na seção seguinte é apresentado o modelo completo de 
PLIM para o problema de PESD, com as considerações feitas. 

C. Modelo de PNLIM para o PESD 

O modelo exato para o problema de PESD é apresentado 
em (19)–(40). A função objetivo (19) minimiza o investimento 
em linhas e em subestações, e o corte de carga penalizado. 

min ∑ ∑ ∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ ∑ 𝑐𝑖
𝑆𝑣𝑖

𝑖∈Ω𝑆

+ 𝜌 ∑(𝑔𝑖
𝑃 + 𝑔𝑖

𝑄)
𝑖∈Ω𝑛

𝑙
(19)

No modelo (1)–(4) as variáveis correspondentes à magni-
tude de tensão nas barras e a magnitude da corrente nos ramos 
aparecem todas elevadas ao quadrado, desta forma a troca de 
variáveis mostrada em (20) pode ser feita. 

𝐼𝑖𝑗
𝑠𝑞 = 𝐼𝑖𝑗

2  e 𝑉𝑖
𝑠𝑞 = 𝑉𝑖

2, 𝐼𝑖𝑗
𝑠𝑞 ≥ 0 e 𝑉𝑖

𝑠𝑞 ≥ 0 (20)
As restrições de balanço de potência ativa e reativa, em to-

das as barras do sistema, são apresentadas em (21) e (22). 

∑ 𝑃𝑘𝑖
𝑘𝑖∈Ω𝑏

− ∑ (𝑃𝑖𝑗 + 𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞𝐼𝑖𝑗

𝑠𝑞)
𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ 𝑃𝑖
𝑆 + 𝑔𝑖

𝑃 = 𝑃𝑖
𝐷

(21)

∑ 𝑄𝑘𝑖
𝑘𝑖∈Ω𝑏

− ∑ (𝑄𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗
𝑒𝑞𝐼𝑖𝑗

𝑠𝑞)
𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ 𝑄𝑖
𝑆 + 𝑔𝑖

𝑄 = 𝑄𝑖
𝐷

(22)

∀𝑖 ∈ Ω𝑛 
As restrições (23)–(25) representam a aplicação da segunda 

lei de Kirchhoff ao sistema. Na situação em que não existe um 
condutor instalado no ramo 𝑖𝑗, 𝑢𝑖𝑗 = 0, e desta forma a variá-
vel de folga 𝑓𝑖𝑗

𝑉  está livre para variar, deixando a queda de ten-
são expressa em (23) folgada. 

𝑉𝑖
𝑠𝑞 − 𝑉𝑗

𝑠𝑞 − 𝑓𝑖𝑗
𝑉 = 2(𝑅𝑖𝑗

𝑒𝑞𝑃𝑖𝑗 + 𝑋𝑖𝑗
𝑒𝑞𝑄𝑖𝑗) + 𝑍𝑖𝑗

2,𝑒𝑞𝐼𝑖𝑗
𝑠𝑞 (23)

∣𝑓𝑖𝑗
𝑉 ∣ ≤ (𝑉 2 − 𝑉 2) (1 − 𝑢𝑖𝑗) (24)

𝐼𝑖𝑗
𝑠𝑞𝑉𝑗

𝑠𝑞 = 𝑃𝑖𝑗
2 + 𝑄𝑖𝑗

2  (25)

∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 
A resistência, reatância e quadrado do módulo da impedân-

cia equivalentes de todos os ramos do sistema são calculados 
em (26)–(28). 

𝑅𝑖𝑗
𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑟𝑖𝑗,𝑦𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌
 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (26)

𝑋𝑖𝑗
𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑥𝑖𝑗,𝑦𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌
 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (27)

𝑍𝑖𝑗
2,𝑒𝑞 = ∑ ∆𝑧𝑖𝑗,𝑦

2 𝑤𝑖𝑗,𝑦
𝑦∈𝑌

 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (28)

O limite de tensão nas barras do sistema é representado em 
(29), enquanto (30) representa o limite de capacidade de cor-
rente nos condutores. 

𝑉 2 ≤ 𝑉𝑖
𝑠𝑞 ≤ 𝑉 2

 ∀𝑖 ∈ Ω𝑛 (29)

0 ≤ 𝐼𝑖𝑗
𝑠𝑞 ≤ ∑ ∆𝐼𝑖𝑗,𝑦

2 𝑤𝑖𝑗,𝑦
𝑦∈𝑌

 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (30)

Como o modelo apresentado considera a adição sucessiva 
de linhas em um caminho para a obtenção dos equivalentes das 
opções, a adição deve ser sequencial, isto é representado em 
(31). A restrição (32) representa o cálculo da variável binária 
auxiliar 𝑢𝑖𝑗, que indica se uma linha foi instalada no ramo 𝑖𝑗. 

𝑤𝑖𝑗,𝑦 ≤ 𝑤𝑖𝑗,𝑦−1 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 |𝑦 > 1 (31)

𝑤𝑖𝑗,𝑦 ≤ 𝑢𝑖𝑗 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 (32)
A equação (33) é uma condição necessária para radialidade 

do sistema, que em conjunto com as restrições de balanço de 
potência, na situação em que todas as cargas são diferentes de 
zero, garante que a solução do problema será radial [8]. A res-
trição (34) é uma restrição de cerca, que visa diminuir a região 
factível do problema relaxado, impondo que à cada barra de 
carga esteja conectado pelo menos um condutor. 

∑ 𝑢𝑖𝑗
𝑖𝑗∈Ω𝑏

= |Ω𝑛| − |Ω𝑆| (33)

∑ 𝑢𝑖𝑗
𝑖𝑗∈Ω𝑏|

𝑖=𝑘 ou 𝑗=𝑘

≥ 1 
∀𝑘 ∈ Ω𝑛

𝑙 (34)

A restrição (35) representa o limite de potência aparente 
das subestações. 

(𝑃𝑖
𝑆)2 + (𝑄𝑖

𝑆)2 ≤ (𝑆𝑖
𝑜)

2
+ [2𝑆𝑖

𝑜𝑆𝑖
𝑛 + (𝑆𝑖

𝑛)
2
] 𝑣𝑖 ∀𝑖 ∈ Ω𝑆 (35)

A restrição (36) impõe que as gerações fictícias ativa e re-
ativa devem ser não negativas nas barras de carga e (37) as 
fixam em zero nas subestações. 

𝑔𝑖
𝑃 , 𝑔𝑖

𝑄 ≥ 0 ∀𝑖 ∈ Ω𝑛
𝑙 (36)

𝑔𝑖
𝑃 , 𝑔𝑖

𝑄 = 0 ∀𝑖 ∈ Ω𝑆 (37)

A natureza binária da variável de investimento correspon-
dente a construção de linhas e recondutoramento é expressa em 
(38). A restrição (39) indica a natureza binária da variável que 
indica se existe uma linha construída no ramo 𝑖𝑗. Finalmente, 
(40) representa a característica binária da variável de constru-
ção ou repotenciação de cada subestação. 

𝑤𝑖𝑗,𝑦 ∈ {0,1} ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 (38)

𝑢𝑖𝑗 ∈ {0,1} ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (39)

𝑣𝑖 ∈ {0,1} ∀𝑖 ∈ Ω𝑆 (40)

Como (21)–(23) apresenta produto de variáveis, (25) apre-
senta produto de variáveis e variáveis ao quadrado, (35) apre-
senta variáveis ao quadrado e (38)–(40) definem variáveis bi-
nárias, o modelo (19)–(40) é de PNLIM, não convexo, de difí-
cil solução e com características de apresentar explosão com-
binatória e comportamento multimodal. 



D. Modelo Relaxado de PNL para o PESD 

De forma a resolver o modelo de PESD de forma aproxi-
mada por um AHC, considera-se relaxar a integralidade das 
variáveis binárias do problema. Desta forma (38)–(40) são 
substituídas por (41)–(43). 

𝑤𝑖𝑗,𝑦 ≤ 𝑤𝑖𝑗,𝑦 ≤ 𝑤𝑖𝑗,𝑦 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 (41)

0 ≤ 𝑢𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏 (42)

𝑣𝑖 ≤ 𝑣𝑖 ≤ 1 ∀𝑖 ∈ Ω𝑆 (43)

Em (41)–(43), 𝑤𝑖𝑗,𝑦, 𝑤𝑖𝑗,𝑦, 𝑢𝑖𝑗 e 𝑣𝑖 são parâmetros do 
AHC. O modelo relaxado que será resolvido em cada iteração 
do AHC é apresentado em (44)–(45). 

min ∑ ∑ ∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 𝑤𝑖𝑗,𝑦

𝑦∈𝑌𝑖𝑗∈Ω𝑏

+ ∑ 𝑐𝑖
𝑆𝑣𝑖

𝑖∈Ω𝑆

+ 𝜌 ∑(𝑔𝑖
𝑃 + 𝑔𝑖

𝑄)
𝑖∈Ω𝑛

𝑙
(44)

Sujeito a: (21)–(37), (41)–(43). (45)
A próxima seção apresenta o AHC proposto. 

III. ALGORITMO HEURÍSTICO CONSTRUTIVO PARA O PESD 

O AHC para o problema de PESD é mostrado na Fig. 2. 

 
Figura 2.  AHC para o problema de PESD. 
 

No algoritmo apresentado na Fig. 2, a etapa 1 corresponde 
a inicialização dos parâmetros. Desta forma, os limites inferi-
ores para 𝑤𝑖𝑗,𝑦 e 𝑣𝑖 são fixados em zero, enquanto os limites 
superiores de 𝑤𝑖𝑗,𝑦 e 𝑢𝑖𝑗 são fixados em um. Em seguida re-
solve-se o modelo de PNL (44)–(45). 

A etapa 2 do algoritmo corresponde à seleção dos conduto-
res e a construção de subestações novas. Esta etapa é repetida 
enquanto o custo de investimento em condutores, para as vari-
áveis ainda não fixadas no AHC, for maior que zero. No passo 
2.a), calcula-se o índice de sensibilidade 𝐼𝑆𝑖𝑗

𝐿, para todos os 
ramos do sistema. Em 2.b) o condutor é adicionado ao ramo 𝑖𝑗 
com o maior 𝐼𝑆𝑖𝑗

𝐿. Nesta etapa, um contador 𝛿𝑖𝑗 indica o tipo 
do condutor imediatamente acima do existente. Desta forma, 
inicialmente, adiciona-se o condutor de menor capacidade 
(menor custo) ao ramo 𝑖𝑗, e nas iterações seguintes ocorre a 
troca por condutores de maior capacidade, caso necessário, uti-
lizando a lógica mostrada na subseção II-B. Note que neste 
passo, um condutor não pode formar laço e nem conectar duas 
subestações. Esta estratégia é baseada no algoritmo de Kruskal 
para árvore geradora mínima [14]. No passo 2.c), verifica-se se 
uma nova subestação deve ser construída. Uma subestação é 
construída na situação em que uma barra de carga é conectada 
à uma barra de subestação ainda não existente. Adicional-
mente, neste passo, o processo é reiniciado (fixando-se a su-
bestação construída). No passo 2.d) o modelo (44)–(45) é no-
vamente resolvido, para o cálculo do 𝐼𝑆𝑖𝑗

𝐿 da próxima iteração. 

Na etapa 3 do AHC verifica-se a necessidade de se repoten-
ciar subestações existentes. Nesta etapa a topologia da rede e 
os tipos de condutores já estão definidos. A subestação com o 
melhor índice de sensibilidade é repotenciada em cada itera-
ção, até que não haja a necessidade de investimento adicional. 

Finalmente, na etapa 4 do AHC, verifica-se se existe algum 
condutor sobredimensionado no sistema. Caso em algum ramo 
𝑖𝑗 exista um condutor com custo inferior ao que foi obtido na 
etapa 2, e que ainda assim tenha capacidade suficiente de cor-
rente para garantir a operação factível do sistema, é feita a troca 
pelo condutor de menor capacidade. Caso a troca leve a infac-
tibilidade do modelo, devido, por exemplo, a violação do li-
mite inferior de tensão nas barras, o tipo de condutor definido 
na etapa 2 é mantido (passo 4.c)). Essa etapa é repetida para 
todos os ramos do sistema em que seja possível a troca, e deve 
ser iniciada pelos ramos com o menor valor de fluxo de cor-
rente. Adicionalmente, se ocorre uma troca em um ramo 𝑖𝑗, 
este deve ser novamente analisado. 

IV. RESULTADOS 

O AHC proposto foi implementado na linguagem de pro-
gramação matemática AMPL [15] e os subproblemas de PNL 
foram resolvidos com o solver de IPOPT [16] em um compu-
tador com um processador Intel Core i7-4770 de 3,4 GHz. 

O desempenho da metodologia foi avaliado com o sistema 
de 54 barras adaptado de [3]. Nos testes, assume-se 𝑉 = 0,95 
p.u. e 𝑉 = 1,00 p.u. Os dados dos condutores são mostrados 
nas Tabelas I e II, e os das subestações na Tabela III. Os dados 
completos estão disponíveis em [17]. Nas barras 51 e 52 as su-
bestações já existem, e podem ser repotenciadas. Nas barras 53 
e 54 não existem subestações, e estas podem ser construídas. 

1. Inicialização: Faça 𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 0 e 𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 1 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 ; 𝑢𝑖𝑗 = 1 

∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏; e 𝑣𝑖 = 0 ∀𝑖 ∈ Ω𝑆 . Resolva (44)–(45). 

2. Seleção dos condutores e construção de subestações: 
Enquanto ∑ ∑ ∆𝑐𝑖𝑗,𝑦

𝐿 (𝑤𝑖𝑗,𝑦 − 𝑤𝑖𝑗,𝑦)𝑦∈𝑌𝑖𝑗∈Ω𝑏
> 0 repita: 

a) Calcule o índice de sensibilidade 𝐼𝑆𝑖𝑗
𝐿: 

𝐼𝑆𝑖𝑗
𝐿 = ∑(𝑤𝑖𝑗,𝑦 − 𝑤𝑖𝑗,𝑦)

𝑦∈𝑌
/(1 + 𝐶𝑡𝑖𝑗,𝑦

𝐿 𝑙𝑖𝑗) 

b) Escolha o ramo 𝑖𝑗 com maior valor de 𝐼𝑆𝑖𝑗
𝐿. Se esse ramo não forma 

laço com os ramos já construídos, ou conecte duas subestações, faça 
𝛿𝑖𝑗 = ∑ 𝑤𝑖𝑗,𝑦𝑦∈𝑌 + 1 e 𝑤𝑖𝑗,𝛿𝑖𝑗

= 1, e vá para 2.c). Caso contrário, 

faça 𝑢𝑖𝑗 = 0 e vá para 2.d). 

c) Se o ramo construído conecta uma barra de subestação 𝑖 ainda não 
construída, faça 𝑣𝑖 = 1. Reinicie o processo de seleção de conduto-
res: 𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 0 e 𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 1 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 ; 𝑢𝑖𝑗 = 1 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏; 

d) Resolva o modelo (44)–(45). 

3. Repotenciação de subestações existentes: 
Fixe 𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 0 ∀𝑖𝑗 ∈ Ω𝑏, ∀𝑦 ∈ 𝑌 |𝑤𝑖𝑗,𝑦 = 0; 

Enquanto ∑ 𝑐𝑖
𝑆(𝑣𝑖 − 𝑣𝑖)𝑖∈Ω𝑆

> 0 repita: 

a) Calcule o índice de sensibilidade das subestações, 𝐼𝑆𝑖
𝑆: 

𝐼𝑆𝑖
𝑆 = 𝑣𝑖 − 𝑣𝑖 

b) Para a barra de subestação 𝑖 com o maior 𝐼𝑆𝑖
𝑆 , faça 𝑣𝑖 = 1; 

c) Resolva o modelo (44)–(45). 

4. Verificar a possibilidade de se trocar um condutor novo por outro de 
menor capacidade: 
Enquanto existir um ramo 𝑖𝑗 ainda não analisado com a corrente 𝐼𝑖𝑗 
menor que a capacidade do condutor imediatamente inferior faça: 

a) Para o ramo com menor 𝐼𝑖𝑗, calcule 𝛿𝑖𝑗 = ∑ 𝑤𝑖𝑗,𝑦𝑦∈𝑌  e faça 

𝑤𝑖𝑗,𝛿𝑖𝑗
= 0; 

b) Resolva o modelo (44)–(45). 

c) Se ∑ ∑ ∆𝑐𝑖𝑗,𝑦
𝐿 (𝑤𝑖𝑗,𝑦 − 𝑤𝑖𝑗,𝑦)𝑦∈𝑌𝑖𝑗∈Ω𝑏

> 0, faça: 𝑤𝑖𝑗,𝛿𝑖𝑗
= 1; 



TABELA III  DADOS DAS SUBESTAÇÕES 

Barra 𝑖 𝑆𝑖
𝑜
 (MVA) 𝑆𝑖

𝑛
 (MVA) 𝑐𝑖

𝑆  (MUS$) 

51 16,70 16,70 1,0 
52 16,70 16,70 1,0 
53 – 22,00 2,0 
54 – 22,00 2,4 

Nos ramos 51–1, 3–51, 4–3, 7–4, 5–4, 6–5, 9–1, 2–1, 10–
9, 14–52, 15–14, 16–15, 11–52, 12–11 e 13–12 existem con-
dutores instalados do tipo 1. Em todos os outros ramos não 
existem condutores. A tensão nas subestações é de 13,5 kV. A 
Fig. 1 ilustra o resultado do planejamento para o sistema. As 
subestações das barras 53 e 54 foram construídas, enquanto 
que as das barras 51 e 52 não necessitaram ser repotenciadas. 
Os números entre parênteses indicam o tipo de condutor. 
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Figura 3.  Resultado para o sistema de 54 barras. 
 

O custo total do planejamento foi de US$ 4.822.526,00, 
sendo US$ 4.400.000,00 o custo de construção das subestações 
e US$ 422.526,00 o custo de instalação dos condutores e do 
recondutoramento. As perdas no sistema são de 390,89 kW, e 
a magnitude de tensão mínima é 0,98 p.u., na barra 44. As ge-
rações das subestações são: 𝑆51

𝑆 = 15798,69 kVA, 𝑆52
𝑆 =

11023,90 kVA, 𝑆53
𝑆 = 19444,79 kVA, 𝑆54

𝑆 = 19272,75 kVA. 
No AHC foram resolvidos 168 problemas de PNL e o tempo 
total de processamento foi de 2 minutos. Adicionalmente, os 
cortes de cargas na solução de todos problemas de PNL foram 
zero, e o IPOPT convergiu em todas iterações do AHC. 

Finalmente, o problema foi resolvido com o modelo con-
vexo de programação cônica de segunda ordem inteira mista 
apresentado em [11], sem considerar alocação de bancos de ca-
pacitores. A solução obtida apresenta custo de investimento de 
US$ 4.812.148,00, enquanto que o tempo computacional foi 
de 7 horas. Como a proposta de [11] garante convergência para 
o ótimo global do problema de PESD, o resultado obtido pelo 
AHC proposto difere em apenas 0,2% da solução ótima. 

V. CONCLUSÕES 

Neste trabalho foi apresentado um algoritmo heurístico 
construtivo para o problema de planejamento da expansão de 
sistemas de distribuição de energia elétrica, considerando a 
construção e repotenciação de subestações e a construção e o 
recondutoramento de linhas. Uma lógica diferente para a sele-
ção de condutores e recondutoramento foi utilizada na mode-
lagem matemática do problema, tornando-a mais adequada 
para ser resolvida pelo algoritmo construtivo. 

A metodologia proposta foi aplicada a um sistema de 54 
barras, disponível na literatura, e foi capaz de encontrar uma 
solução factível para o problema. Comparando a solução ob-
tida utilizando-se um método presente na literatura, verifica-se 
que a metodologia proposta forneceu uma solução de excelente 
qualidade, demonstrando-se, portanto, eficiente para ser apli-
cada ao PESD. 
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