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RESUMO: O presente trabalho tem por objetivo investigar propriedades anémalas de transporte em
um meio rochoso fractal elasto-plastico. Mais especificamente, bandas de cisalhamento auto-
semelhantes foram produzidas a partir de um modelo numérico em elementos finitos bidimensional,
com elementos triangulares de 3 nds do tipo deformacgédo constante em um continuo classico elasto -
plastico perfeito, utilizando-se de uma lei de plastificacdo do tipo Mohr — Coulomb associativa, em
que heterogeneidades do meio foram introduzidas por intermédio da variacdo do moédulo de
elasticidade, segundo uma dada distribuicdo de probabilidades. Os pardmetros de coeséo, angulo de
atrito e de dilatancia foram mantidos constantes durante as simulagdes. Condi¢Ges do tipo
velocidade foram impostas no contorno, de modo a se produzir um nimero consideravel de bandas
de cisalhamento, suficientes o bastante para possibilitar analises estatisticas com consideravel
robustez. A fractalidade do meio foi analisada, determinando-se a sua dimensdo fractal D, fazendo-
se uso do método de contagem de caixas. Em seguida, utilizando-se de um modelo de autdmatas
celulares do tipo percolacdo por invaséo, simulou-se a difusdo de um fluido a partir de um ponto do
meio rochoso, transporte este restrito ao sistema de bandas de cisalhamento, desta feita consideradas
como um sistema de fraturas condutoras. As analises mostraram que, efetivamente, a estruturagdo
fractal do meio rochoso, obtida pelas simulagdes numeéricas, condicionou o transporte segundo
evolucdo temporal totalmente andmala, caracteristica de fenémenos superdifusivos.

PALAVRAS-CHAVE: Fractais, percolacdo por invasdo, bandas de cisalhamento, elasto-
plasticidade de Mohr-Coulomb, Difusdo andmala.

1  INTRODUCAO (Turcotte, 1995).

PadrOes de fraturas (multi)fractais geradas

A auséncia de escala de certas feicdes
geoldgicas encontradas no campo € uma
constatacdo de h& muito percebida pelos
gedlogos. Bird (2003) mostrou que a
distribuicdo estatistica das éareas das placas
tectdnicas na crosta terrestre obedece a uma lei
de poténcia, sendo as leis que governam 0s
fendmenos sismicos - lei de Gutemberg-Richter,
de Omori, etc - consequéncias naturais da
distribuicdo fractal de fraturas na crosta terrestre
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numericamente utilizando-se o programa elasto-
plastico em diferencas finitas FLAC (Cundall e
Board, 1988) foram investigadas por Herrmann
e colaboradores (Polyakov et al., 1994a,1994b),
em que suas dimensdes fractais foram
determinadas e comparadas com as de campo,
sendo seus valores bastante proximos.

Por outro lado, simulagdes envolvendo
meios desordenados, com base na teoria
estatistica da percolacdo em suas diferentes



formas (isotrOpica, anisotropica, dinamica,
gradiente, viscosa, etc) mostraram que
fendmenos de transporte tendo como substrato
meios (multi)fractais sdo invariavelmente
anémalos (Bunde e Havlin,1991).

Este trabalho objetiva investigar a geracao
numerica de bandas de cisalhamento em meios
heterogéneos tendo por base um programa de
elementos finitos elasto-plastico de Mohr-
Coulomb, sua eventual fractalidade, e seu
comportamento face ao transporte de uma dada
propriedade neste meio fractalmente
estruturado.  Neste sentido, bandas de
cisalhamento sdo interpretadas como fraturas
condutoras eventualmente interligadas.

2  DESCRICAO DOS MODELOS
MATEMATICOS E SUA APLICACAO AO
CASO EM ESTUDO

2.1 Modelo elasto-plastico

O modelo elasto-plastico implementado em um
programa de elementos finitos bidimensional de
deformacdo plana utilizado neste trabalho foi
desenvolvido na PUC-RIO (Figueiredo, 1991),
obedecendo a plasticidade de Mohr-Coulomb,
associada ou ndo associada, com endurecimento
e/ou amolecimento de parametros de
resisténcia. As condicGes de contorno podem
ser fornecidas em termos de forca ou
velocidade. O programa resolve as equacdes
algébricas do método pela técnica de relaxacéo
dindmica, com  diferentes  tipos  de
amortecimento, permitindo acompanhar o
histérico das deformac6es ao longo do tempo,
fato este importante quando se lida com
problemas cujo resultado final é dependente da
trajetoria de carregamento/deformagdes. O
programa possibilita a descricdo adequada de
problemas afeitos a pratica geotécnica usual
(estabilidade de taludes, capacidade de carga,
etc), sendo capaz de retratar fendmenos de
aumento de volume (dilatancia) em materiais
geoldgicos quando cisalhados a ruptura.

As analises de elementos finitos foram
efetuadas em uma malha quadrada composta de
3200 elementos triangulares de deformagéo
constante. O modelo elasto-plastico empregado
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nas analises de elementos finitos constou de
plasticidade associada (coesdo mobilizada nula
e angulos de atrito e de dilatancia mobilizados
constantes e iguais a 30°). A masa especifica do
material foi de 2500 Kg/m® e os valores dos
parametros  elasticos  selecionados foram
coeficiente de Poisson = 0,25 e a insercao de
heterogeneidades no modelo deu-se pelos
modulos de elasticidade gerados aleatoriamente,
a partir de uma distribuicdo uniforme, com
valores variando entre 0 e 100MPa, de modo a
facilitar o surgimento das zonas de
cisalhamento localizadas.

Condicbes de contorno tipo velocidade
foram impostas de tal forma que o meio rochoso
se deformasse de forma semelhante a um
cisalhamento puro, com valores de velocidade
bastante reduzidos, de modo a permitir a
formacdo das zonas de localizacdo e de suas
interacdes matuas.

2.2 Modelo de percolagéo por invaséo

Este modelo dindmico de percolacdo, proposto
no inicio dos anos 80 (Wilkinson e Willemsen
1983) como um desenvolvimento do modelo
estocastico de percolacdo habitual (Stauffer e
Aharony, 1994), se propde a retratar 0 processo
de deslocamento de um fluido (molhante) por
meio da injecdo de outro fluido (ndo molhante)
com caracteristicas fisicas distintas, sob a acao
de forcas capilares. De baixo esforco
computacional, este modelo tem se mostrado
bastante eficiente quando o processo de injecao
caracteriza-se por velocidades de escoamento e
forcas viscosas reduzidas, ou quando o fluido
deslocado é infinitamente compressivel. No
entanto, pode, em principio, ser aplicado a
qualquer tipo de processo invasivo governado
pelo principio da resisténcia minima, como o de
difusdo. O processo invasivo inicia-se de
qualquer ponto do dominio em estudo,
invadindo os sitios quadrados que se localizam
imediatamente acima, abaixo e dos lados da
célula quadrada fonte da percolagéo.

As analises envolveram uma malha quadrada
de 10000 elementos, em que a inje¢éo de fluido
se deu a partir de um sitio aproximadamente
central, alcangando os bordos do dominio e ai
continuando o processo difusivo até que se



esgotassem os sitios da periferia passiveis de
serem invadidos.

Duas situacdes foram analisadas: a de um
dominio fractal com bandas de cisalhamento,
resultado das analises descritas no tdpico
anterior, em que a invasdo se processou
unicamente sobre os dominios de deformacoes
localizadas; outra, servindo como exemplo
comparativo, em que se admitiu 0 meio
bidimensional como totalmente aestruturado,
semelhante a um solo homogéneo e isotropico,

ou a um macgico rochoso intensamente
fraturado.
Em ambas as situacbes, o tempo foi

calculado sempre que se tentou invadir um
determinado sitio quadrado, com sucesso ou
ndo, ao passo que as distancias medias entre as
células invadidas e o ponto inicial de invasdo
foram monitoradas ao longo do tempo.

3  APRESENTACAO E ANALISE DOS
RESULTADOS

A Figura 1 ilustra o aspecto das deformacdes
localizadas no meio rochoso bidimensional,
mediante a apresentacdo de isocurvas de
deformacdes plasticas equivalentes, apds um
namero significativo de iteracdes.

Figura 1. Aspecto das zonas de
deformacdo plastica. As isocurvas de deformagdo mais
claras sdo as mais intensamente deformadas.

localizacdo de
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Pode-se observar que, gracas as condicoes de
contorno e a heterogeneidade inserida no meio
por intermédio dos mddulos de elasticidade,
produziu-se um ndmero significativo de bandas
de cisalhamento, com deformacdes plasticas
variando entre 0 e 2600, isto mesmo no ambito
de uma lei de fluxo plastico associada.

A dimenséo fractal do meio D, foi calculada
utilizando-se 0 método de contagem de caixas
(Feder, 1988). Sucintamente, tal procedimento
consiste em sobrepor uma malha quadrada ao
padrdo estrutural da Figura 1, variando-se o
tamanho de cada célula | e contando-se o
numero de pontos no interior de cada qual. Tais
resultados sdo colocados em um gréfico
bilogaritmico, em que o eixo das abcissas
apresenta o inverso dos valores do comprimento
de cada célula quadrada, e o das ordenadas, 0s
valores relativos ao nimero de pontos em uma
dada faixa de deformacdes plasticas.

A Figura 2 apresenta o aspecto das bandas de
cisalhamento, desta feita para valores de
deformacdo iguais ou superiores a 400.
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Figura 2. Aspecto das bandas de cisalhamento,
selecionadas com valores de deformacédo plastica iguais
ou superiores 400. Assinala-se, também, em azul, o ponto
em que se inicia a invasdo (ponto de injecao).

A Figura 3 ilustra a determinacdo da
dimensdo fractal D, do meio apresentado na
Figura 2, tal como descrito anteriormente, e
dada pela expresséo



D, = lim, , 109N )
log(1/1)

em que se pode observar o ajuste de uma reta

aos dados experimentais, cuja inclinagdo de

1,8338 (coeficiente de correlagdo = 0,9951)

fornece a dimenséo fractal buscada.
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Figura 3. Determinacdo da dimensdo fractal D, pelo
método de contagem de caixas (D, = 1,8338; coef.
correlacdo = 0,9951).

Ressalte-se que, nos marcos de um continuo
classico de Cauchy, baseado no qual o aludido
modelo elasto-plastico foi implementado, o
fendmeno de localizagdo de deformacgdes é
sabidamente ndo objetivo, ou seja, dependente
da discretizacdo da malha de elementos finitos,
afetando, por conseguinte, o valor da dimensao
fractal calculada anteriormente (Menezes Filho,
2003).

A difusdo de um fluido em um meio
homogéneo e isotrdpico é apresentada, para
efeitos comparativos, nas Figuras 4 e 5, em que
se assinala também o ponto de inje¢do, idéntico
ao da Figura 2. Como era de se esperar, 0
fendbmeno de invasdo efetua-se de modo
aleatorio (random walk), a partir de uma fonte
aproximadamente  central, apresentando-se
homogéneo ao final do processo, sendo este
interrompido ao se atingir todas as fronteiras do
dominio.
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Figura 4. Aspecto da invasdo, a partir de um ponto
assinalado (0 mesmo da Figura 2), para um tempo
intermediario, em um meio homogéneo e isotrépico. O
processo invasivo é normal (Fickeano), podendo-se notar
o caréater aleatorio do fendmeno (random walk).

Figura 5. Aspecto final da invasdo, a partir de um ponto
assinalado (o mesmo da Figura 2), em um meio
homogéneo e isotrdpico. O processo invasivo é normal
(Fickeano).

A evolugdo da distdncia média entre os
pontos da frente invasiva e o ponto original de
invasdo, ao longo do tempo, é mostrado na
Figura 6, num gréfico bilogaritmico.
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Figura 6. Evolugdo da distancia média da frente invasora
em relacdo ao ponto original de invasdo em um gréafico
log-log. A inclinagdo da reta de ajuste assinalada aos
dados experimentais fornece um expoente igual a 0,4713
(coef. correlagdo = 0,9919), muito préximo ao expoente
0,50 relacionado & invasdo normal Fickeana.

Nota-se que 0s pontos experimentais
apresentam uma tendéncia a se situarem em
uma linha reta, cuja inclinagdo fornece o
expoente que governa o processo difusivo, neste
caso igual a 0,4713 com coeficiente de
correlagdo de 0,9919.

Segundo Einstein (1905), em seu célebre
artigo dedicado ao movimento browniano, a
distancia média ao ponto inicial de invasao deve
variar com o tempo elevado ao expoente 0,50.
Tal discrepancia com o resultado da Figura 6
deve-se a que este foi obtido em uma malha de
10000 elementos (100 x 100), numero ainda
reduzido face a qualidade do resultado que se
requer em determinacdes precisas desta ordem.

Assim, para 0 meio rochoso marcadamente
homogéneo e isotropico da Figura 5, o0s
resultados experimentais indicam tratar-se o
processo invasivo de uma difusdo dita normal,
pois obedece a lei de Fick, fundamental para a
descricao deste fenémeno.

Por outro lado, no que se refere ao meio
multifractal da Figura 2, a invasao é restrita as
zonas de deformacdo plastica, antessala de
eventuais fraturas localizadas, tal como
ilustrado na Figura 7.
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Figura 7. Padrdo de invasdo no meio multifractal da
Figura 2, em que o processo se da a partir do ponto
assinalado.

Observa-se que, diferentemente do que
ocorre num meio aestruturado, desta feita o
processo invasivo é estruturalmente
condicionado, ditado  pela  disposicao
geométrica das zonas localizadas. Nota-se ainda
que algumas regiGes ndo sofreram invasdo,
fruto, tanto da auséncia de interligacdo destas
regibes com o restante das zonas cisalhadas,
bem como da interrupc¢do do processo invasivo,
quando do alcance de todas as regides de
fronteira do dominio em estudo.

A Figura 8 apresenta a evolucdo temporal do
processo invasivo descrito no paragrafo
anterior. Nota-se que, exceto pela parte inicial,
0s dados experimentais ajustaram-se muito bem
a uma reta no grafico bilogaritmico, fornecendo
um expoente de 0,8895 (coef. correlacdo =
0,9992), 0 que sugere que 0 processo invasivo
ilustrado nas Figuras 7 e 8 descreve um
fendmeno andmalo, que ndo obedece a lei de
Fick. Neste sentido, como o expoente é superior
a 0,50, o fenbmeno € dito superdifusivo, em
oposi¢do ao subdifusivo, em que o mencionado
expoente é inferior a 0,50.

Fendbmenos anbmalos — subdifusivos ou
superdifusivos — séo bastante comuns em meios
invariantes por escala, tal se devendo a que, em
sistemas fisicos com estas caracteristicas auto-
semelhantes, h& o desenvolvimento de



correlacdes de longo alcance entre os diferentes
pontos formadores do meio rochoso, induzidas
por sua propria dindmica evolutiva, aspecto este
comumente referido como criticalidade auto-
organizada (Bouchaud e Georges, 1990; Bak,
1997; Menezes Filho, 2003).

100 —
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Figura 8. Evolucédo da distancia média da frente invasora
em relagdo ao ponto original de invasdo em um gréfico
log-log. A inclinacdo da reta de ajuste aos dados
experimentais fornece um expoente igual a 0,8895 (coef.
correlacdo = 0,9992) (invaséo andmala, ndo Fickeana).

4  CONCLUSOES

Este trabalho analisou a influéncia de um
substrato fractal de distribuicdo de bandas de
cisalhamento em propriedades de transporte,
especificamente as relacionadas com a
percolacdo por invasdo de um fluido, a partir de
um determinado ponto do meio bidimensional.

Tal como ja verificado em agregados
percolantes proximos ao ponto critico (Stauffer
e Aharony, 1992), os padrbes de transporte sao
marcadamente influenciados pela distribuicdo
fractal da rede de eventuais fraturas, com
evolugdo temporal governada por lei de
potencia com expoente superior ao valor 0,50
usual, ou seja, por uma lei de transporte
andmala, superdifusiva.

Neste sentido, fendbmenos subdifusivos e
superdifusivos parecem estar relacionados ao
aparecimento de correlagdes de longo alcance
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entre 0s elementos constituintes do meio,
situacdo normalmente referida ~ como
criticalidade auto-organizada.

Os resultados deste trabalho parecem sugerir
que leis de transporte que funcionam
satisfatoriamente em meios euclideanos - leis de
Darcy, de Fourier, de Fick, etc —, ou seja, meios
invariantes por translacdo e rotacéo, perdem sua
validade ao serem utilizadas em meios com
outro tipo de simetria, qual seja, a invariancia
por dilatacdo.

Finalizando, cabe ressaltar que o sistema de
bandas de cisalhamento mostrado na Figura 2
ndo  caracteriza  apenas um  padrdo
(mono)fractal, porém multifractal, fractalmente
heterogéneo, necessitando-se, para descrevé-lo,
de um conjunto infinito (espectro) de dimensdes
fractais, das quais Dy é apenas uma delas.
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