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1. INTRODUCAO

A equacdo de Van der Pol, ou Oscilador de Van der Pol, recebe este nome em homenagem a Balthasar van der Pol,
fisico e engenheiro eletricista holandés que propds o oscilador durante os anos de trabalho na Philips. E relatado que
Van der Pol descobriu oscilagBes estaveis em circuitos elétricos utilizando tubos de véacuo para controlar a corrente
elétrica nos transmissores e receptores do circuito. Estas oscilagOes estaveis sdo conhecidas atualmente como ciclos-
limite.

Guckenheimer et al. (2003) citam os feitos de Van der Pol como importantes avan¢os nos campos de radio e
telecomunicacfes na primeira metade do século vinte. Segundo os autores, 0s experimentos realizados por Van der Pol,
sob diferentes condi¢des iniciais, convergiam para a mesma O6rbita de amplitude finita. Este comportamento, que
demonstrava-se diferente das solucGes obtidas para equagfes lineares, levou 0 mesmo a propor a sua famosa equagdo
diferencial ndo-linear. Van der Pol (1960) referencia esta equagdo como equacdo livre de Van der Pol. Posteriormente,
outras importantes caracteristicas advindas da equacéo sdo descritas por Van der Pol (1926), gerando as atualmente
conhecidas como "oscilagdes relaxadas".

Neste trabalho, o método das maltiplas escalas é aplicado para obter a resposta aproximada do oscilador de Van der
Pol, validando a teoria das perturbacdes. Para tal, é realizada uma expanséo temporal de segunda ordem, ou seja, em
duas escalas temporais.

2. FORMULACAO

Considere um sistema massa-mola com movimento oscilatorio unidimensional sob a¢do de uma forc¢a restauradora.
Para este sistema, tem-se a equacéo diferencial para a posi¢do u do oscilador, dada na forma geral %+ f (x) =0, onde

f(u) pode ser uma funcéo linear ou ndo. A partir dessa equacdo, pode-se assumir equacdes do tipo oscilador harménico,
equacdo de Duffing, entre outros. Portanto, f(u) € um caso geral onde pode-se identificar o tipo de linearidade que a
equacéo diferencial pode assumir em um determinado sistema fisico.

Em seguida, reescrevendo essa expressdo em um sistema de coordenadas convenientes, tal que X = u — U, COM U
sendo a posicdo de equilibrio do oscilador, obtém-se a equagéo diferencial reescrita na forma %+ f (x+u,)=0.

Verifica-se que f pode ser expandido em série de Taylor em torno do ponto up. Com este procedimento, busca-se
solucGes aproximadas. Logo,

N
f(x+u)=> X", com q, 1 £ (u,) (1)
—1 n

e f ™ denotando as n-ésimas derivadas no ponto uo. As condicdes iniciais sio dadas pelas posicio e velocidades iniciais.
A partir das condic@es iniciais, determina-se as solu¢des de maneira Unica.

No método das maltiplas escalas, a ideia principal é aplicar uma transformacéo na equacéo diferencial em estudo,
sendo ela linear ou ndo, gerando uma série de equacGes diferenciais lineares acopladas. Nesse sentido, 0 método define
n variaveis T, de tempo, dadas por T, =¢"t, onde estas variaveis sdo interpretadas como diferentes escalas de tempo

(multiplas escalas) e tomadas como independentes, desde que o parametro & assuma um valor pequeno (ex: € = 1).
Para estas diferentes escalas de tempo, observa-se que as derivadas na varidvel t também devem ser reescritas em
termos das derivadas de Tk na forma

2
E:i+gi+gzi+...=D0+5D1+... e d_2=D02+25D0D1+... )
dt  oT, oT, oT, dt
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As derivadas sdo separaveis pela expansdo dos termos de acordo com diferentes ordens de poténcias de €. Deste
modo, pode-se assumir, entdo, uma solucdo para a equacdo do sistema massa mola, levando-se em conta a expanséo
dada pela Eq. 1, na forma

X(t,€) =% (T, T, T,0e. ) + X (T, T, T, ) + O(£7) (3)

Substituindo as devidas substituicdes na equacdo %+ f (x+u,) =0, obtém-se para cada ordem n em ¢ uma equagao
diferencial linear para a componente x, na série da Eq. 3:

°Dix, +f%, =0, &'Dix +afx =—2D,Dx, —a,X. e &"DIx, +aix, =F, (X, %, 4)

As solucBes das equagdes de ordens menores aparecem como 0s termos ndo homogéneos, Fn(X1,..., Xn-1) Nas
equacdes das ordens maiores. Portanto, este € um método iterativo; por exemplo, a solucdo da ordem zero influi na
solucdo da primeira ordem, enquanto a solucdo da segunda ordem esta definida pelos efeitos das solucfes das ordens
zero e um, e assim por diante.

3. RESULTADOS

Utilizando o método das multiplas escalas, serd utilizada uma perturbacdo em duas escalas de tempo para avaliar a
equacdo do oscilado de Van der Pol, dada por:

X—pu(l—x)x+x=0 4)

Para uma melhor adequagdo a notagdo utilizada na formulacdo desenvolvida anteriormente, o pardmetro u sera
mudado para ¢, resultando em X —g(1—x?)X+x=0.

Na teoria da perturbacéo por multiplas escalas, assume-se que a solucdo é da forma descrita na Eq. 3. Para facilidade
de escrita, a varidvel x(t,e) seré escrita apenas como x, de forma a evitar qualquer confusdo. Assim, é preciso diferenciar
ambos os lados da Eq. 3 em relacdo a t para substituir nos valores de X e X . Utilizando a regra da cadeia em derivadas

parciais no lado direito da Eq. 3 e as escalas de tempo dadas por T =£"t, tem-se:

X:ﬁ%_}_ﬁﬂ_k...: %4_%@ +& 6_X1+6_x1ﬂ - DOX0+8(D1XO+DOX1)+O(£2) (5)
aT, ot aT, at &t oT, at &t am, ot

Utilizando 0 mesmo processo para X, e substituindo os resultados na Eq. 4 e agrupando os termos semelhantes de
poténcia ¢, a equacéo se torna

DZX, + X, +(D02x1 +X, +2D,DyX, + (% —1)D0xo)g+(9(gz) =0 (6)

Como ¢ # 0, para o lado esquerdo da Eq. 6 ser zero, os coeficientes de poténcia de ¢ precisam ser zero. Assim,
separando as equacdes, tem-se:

O(£°): DX, +%, =0 (72)
O("): Dix, + %, = —2D,DyX, — (X, =) D,yX, (7b)

Seja uma nova variavel (z), definida como = = ¢¢. A Eq. 7a é uma equagdo de um oscilador harménico simples. A
solucéo geral pode ser escrita na seguinte forma Xo(t,z) = r(z)cos(t + ¢(z)) . Derivando essa expressdo para encontrar
Doxo € D1Doxo, € substituindo na Eq. 7b, obtém-se a seguinte forma expandida:

DZx, +x, ==2r(z)¢'(r) cos(t + #(z)) — 2r'(r)sen(t + ¢(z)) — r*(r) cos® (t + #(z))sen(t + @(z)) + r(z)sen(t + #(z))  (8)

E possivel simplificar a notagio na Eq. 8 definindo 6 =t + ¢(z) e aplicando identidades trigonométricas, resultando:
2 ’ ’ 1 3 1 3
Dyx, +x =-2r¢’ cos6+| —2r —Zr +r sen@—zr sen30 9

Ambos os termos cos 4 e sen 6 sdo termos ressonantes na Eqg. 9. Assim, para evitar termos seculares na solugéo, é
preciso definir os coeficientes de cos 6 e sen & como iguais a zero no lado direito da Eqg. 9, uma vez que essas sdo as
préprias solucGes da equacdo diferencial homogénea asssociada no lado esquerdo da Eq. 9. Portanto, obtém-se que:
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—2r¢'=0 (10a)
2 ' 1 3 _O r_l 4 2
—r—Zr +r= —>r_§r( -re) (10b)

A Eq. 10b pode ser escrita como um campo vetorial. Por outro lado, para resolvé-la para seus pontos fixos, que séo
os pontos para o qual r" = 0; e dizendo que r" = f (r), implica dizer que r(4 — r?) = 0. Dessa forma, obtém-se r*=0ou r
=+ 2. Entretanto, é de interesse apenas no dominio de r > 0.

A Figura 1 mostra claramente o retrato de fase do campo vetorial do oscilador de Van der Pol em estudo. Na Fig. 1a,
percebe-se que as trajetdrias que comegam acima de 2 convergem para um ciclo-limite de amplitude 2. Por outro lado,
na Fig. 1b percebe-se que todas as trajetorias que comegam proximas a origem também convergem para um ciclo-limite
de amplitude 2. Assim, r"= 0 é um ponto fixo instavel, enquanto r* = 2 é um ponto fixo estavel. Portanto, r(z) — 2 a
medida em que t — co. A partir da Eq. 10a, tem-se que ¢ = 0, entdo ¢(z) = go, Onde po € uma constante. Desse modo,
Xo(t,7) — 2 cos(t + po) €, consequentemente, tem-se que

X(t) = 2cos(t+¢,) + O(e) (11)

a medida em que t — co. Assim, x(t) se aproxima de um ciclo-limite estavel de raio 2+ O(s) .

X
(@) (b)
Figura 1: Retrato de fase: (a) Condicéo inicial acima de 2; (b) Condi¢&o inicial préxima da origem.

4. CONCLUSOES

A equagdo de Van der Pol é uma equagdo ndo-linear fraca, que ndo pode ser resolvida na forma explicita. O método
das multiplas escalas, dentro da teoria das perturbacdes, é capaz de produzir uma boa aproximagédo para a solugdo da
equacgdo. Foi demonstrado que o método das mdltiplas escalas pode ser utilizado para calcular o ciclo-limite do
oscilador de Van der Pol.

Neste trabalho, uma expansdo de segunda ordem é utilizada para obter-se a solugdo aproximada. Foi demonstrado
que, para quaisquer valores de condic@es iniciais, a solu¢do € um ciclo-limite de amplitude definida. Para expansfes de
ordem elevada, o método de mdltiplas escalas pode tornar-se algebricamente complicado. Contudo, o método é uma
poderosa ferramenta matematica para obter solu¢des aproximadas de equacdes diferenciais, como a de Van der Pol, que
nédo possuem solugdo exata.
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