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Resumo: O monitoramento de maquinas rotativas tém sido uma importante ferramenta quando se deseja garantir
seguranca e a correta operacao destes equipamentos. Uma das técnicas empregadas para esta finalidade é analise do
comportamento vibratério do sistema, ja que o aparecimento de defeitos como trincas séo capazes de mudar alguns
parametros mecanicos. Em um eixo com trinca, a rigidez se altera com a rotacéo devido ao mecanismo de abertura e
fechamento da trinca, conhecido como breathing. Neste sentido, o presente trabalho oferece uma revisdo sobre os
modelos que representam as trincas em rotores, mais especificamente o0 modelo de Gasch, 0 modelo de Mayes e o modelo
Flex, bem como as diferencas que os caracterizam e uma andlise sobre a variacgéo da rigidez do eixo trincado de acordo
com sua posicao angular.
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1. INTRODUCAO

Estudos sobre identificacdo e monitoramento de trincas em eixos de maquinas rotativas tém sido amplamente
discutidos e aprimorados em um contexto onde a importancia de minimizar a ocorréncia de falhas se torna fundamental
para garantir a seguranga e a correta operacdo destes sistemas. Falhas em eixos rotativos, em grande parte, sdo causadas
pela fratura por fadiga (Sabnavis, 2004).

Segundo Ferreira (2010), as trincas sdo descontinuidades ao longo da estrutura do eixo e surgem em concentradores
de tensdo como, por exemplo, entalhes na prépria geometria da peca. Ferreira (2010) ainda afirma que a presenca de
trincas em um sistema mecéanico ou estrutural afeta a sua resposta de vibracdo, uma vez que é introduzida uma
flexibilidade local e novos harmdnicos surgem no espectro de frequéncia.

O conhecimento prévio do comportamento dindmico de rotores com trincas permite que a detecgdo destas possam
ser realizadas a tempo, antes da ocorréncia de catastrofes e perdas irreparaveis (Bachschmid et al., 2010).

Para se estimar a posigao e profundidade da trinca faz-se uso do modelo matematico do rotor, além da caracterizacéo
do comportamento dindmico da trinca, que pode ser descrito por um fendmeno conhecido como breathing. Este
mecanismo € observado em trincas transversais - perpendiculares ao eixo, quando a transi¢do entre a abertura e o
fechamento da trinca é governada pelo movimento de rotagdo, ou seja, quando 0 peso e 0s carregamentos geram esforgos
de tragdo a parte superior do rotor e esfor¢os de compressao a parte inferior do rotor (Actis e Dimarogonas, 1989).

Bachschmid et al. (2010) descrevem que um dos sintomas mais expressivos de €ixos rotativos com trincas sao 0s
componentes harmdnicos de vibracdo excitados por essas descontinuidades. As caracteristicas destas vibracoes
(amplitudes dos diferentes componentes harménicos) dependem da profundidade e da posicdo da trinca. Portanto, o
mecanismo de breathing precisa ser modelado corretamente para a predi¢cdo e simulagdo destes componentes de vibracéo
de forma mais precisa.

2. MODELOS DE GASCH E MAYES

Cavalini (2013) descreve que os modelos que representam o breathing com weight dominance (peso do eixo mais
significativo que o desbalanceamento) sdo dados pelos modelos de Gasch e Mayes (Gasch, 1993; Mayes e Davies, 1984)
por meio de fungGes matematicas. Nestes modelos faz-se uso da Mecénica da Fratura Linear para incorporar flexibilidade
adicional ao elemento do eixo ao qual se associa a trinca e sua profundidade.

2.1. Flexibilidade Introduzida pela Trinca
Considere um elemento de eixo com seis graus de liberdade por n6, de comprimento L e didmetro D, contendo uma

trinca transversal de profundidade «, sujeito a carregamentos P e P; (forgas axiais), P2, P3, Ps € Pg (forcas cisalhantes),
P4 e P10 (momentos de torcao), Ps, Ps, P11 € P12 (momentos fletores), como mostrado na Fig. (1).
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Figura 1: (a) Forcas atuantes no elemento de eixo e suas coordenadas; (b) Secéo transversal da trinca segundo
Cavalini (2013)

Segundo Darpe et al. (2004), o deslocamento ao longo da i-ésima coordenada pode ser determinado pela Eq. (1).

au

. = — 1
=35y ®

onde U é a energia de deformacéo total dada pela Eq. (2).
U=U°+U* 2)

U° é a energia de deformacéo do elemento de eixo sem trinca, e U ©é a energia de deformagéo devido a presenca da
trinca conforme Eq. (3).

au°® auc

Y= 3p, T op, ®)
Considerando as forcas atuantes no elemento de eixo, a energia de deformacdo U° é representada na Eq. (4).
agVE aSVZ M12 MZ T* F?
— =+ —+— 4
f [ TR TR I + 5| 4)

onde V1 e V sdo as forgas cisalhantes, M1 e M, s8o os momentos fletores, T € o0 momento de torgdo, F é a forga axial
atuante, G é o mddulo de cisalhamento, E € o modulo de elasticidade, 1 € 0 momento de inércia de &rea da secdo
transversal, lo € 0 momento polar de inércia da se¢do transversal e as & 0 coeficiente de cisalhamento. A Eq. (4) pode
também ser expressa de forma expandida conforme a Eq. (5).
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A energia de deformacdo adicional devido a trinca pode ser calculada a partir da Eq. (6) que representa a fungéo
densidade de energia de deformacédo, conforme os conceitos de Mecénica da Fratura.

Ue = fA J(A)dA = fA ! (Z Kn> (Z Km> F(+v) (Z Kun) (6)

onde v é razédo de Poisson e Kj;, Ky e Kyii sdo os fatores de intensificagdo de tensdo para o modo | de tragdo, modo I1 de
cisalhamento e modo |11 de torcdo, respectivamente.

Embora a solugdo para o fator de intensificacdo de tenséo seja dada em uma variedade de formas, K est4 relacionado
com um fator de correcdo apropriado na Eq. (7) (Anderson, 2005).

Ky = Yovna ()
As tensdes na trinca, ai, s40 representadas pelas resultantes dos esforcos aplicados pelas forcas Pi (i=1, 2, ...,6) e Y

sdo as funcdes de forma.
Os passos descritos sdo também detalhados por Cavalini (2013) que define a Eq. (8) como flexibilidade adicional c;;.
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Ainda segundo Darpe et al. (2004), o deslocamento total u; pode ser escrito na forma matricial conforme a Eq. (9).
u; = [c]P; 9)
onde a matriz dos termos de flexibilidade adimensional (dimensionless compliance matrix) é dada pela soma da matriz

de a flexibilidade adicional devido a presenca da trinca a matriz de flexibilidade do elemento sem trinca.
Assim como Darpe et al. (2004), Cavalini (2013) determina a matriz dos termos de flexibilidade como indicado na

Eq. (10).
C11 0 0 0 €15 Cig
[ T 0 G 0 0
_ C33 €34 O 0
c]l = - 10
el =| 0 o] (10)
| s Tss
lsim. Ces
Os coeficientes da matriz [c] séo dados pela Eqg. (11) e Eq. (12).
— ER .
=1z =) (11)
__ ER? o
Cy = mcu (i#)) (12)

E importante ressaltar que a da matriz de rigidez do elemento de trinca ndo pode ser diretamente determinada a partir
da matriz de flexibilidade dada pela Eq. (10), j& que o calculo da flexibilidade adicional pela presenga de trinca € valido
somente para trincas completamente abertas e ndo pode ser estendido para situacBes intermediarias (Bachschmid et al.,
2010). Neste caso, deve-se considerar 0 mecanismo de breathing representado pelos modelos de Gasch e 0 modelo de
Mayes.

2.2. Modelo de Gasch
O modelo apresentado por Gasch (1993), considera que a trinca se abre e se fecha abruptamente. Tomando como

referéncia as coordenadas fixas (Z e X) e moveis (& e ) representada pela Fig. (2), adota-se a trinca aberta quando a
coordenada # se coincide com a coordenada Z negativa e fechada com a coordenada Z positiva.

z

H

Figura 2: Coordenadas moveis (Z e X) e moéveis (¢ e #) para eixo com trinca segundo Cavalini (2013).

A posicao angular para o fechamento ocorre a 90° e para a abertura da trinca a 270° do eixo X, 0 que corresponde a
0° e 180° respectivamente do eixo Z. Bachschmid et al. (2010) ilustram esta situacdo conforme a Fig. (3).
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Figura 3: Modelo de Gasch para o breathing de Bachschmid et al. (2010)
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A matriz de rigidez para o eixo com trinca segundo o modelo de Gasch em termos das coordenadas moveis é descrita
pela Egs. (13), Eq. (14) e (15), também demonstradas por Cavalini (2013).

ke (0) 0
N
KRG - [ 0 knG(Q)] (13)
ooy (Fot ke Aotk 1. 1. 1,
w@ = (25— )+ 2 (B (@36 5650+ ) (14)
(C; =cosif,parai=123..)
e oy (Fothn) A(kotky\(. 1. 1. 1.
0@ =(25) 2 (07 (@ -36 +5e 76+ ) (15)
(C; =cosif,parai=123..)
Em coordenadas fixas, a matriz de rigidez pode ser ecrita conforme a Eq. (16).
K.. — kFG(ll) kFG(lZ)] _ [kfc;(g)cf + knc(9)512 [kf(;(g) - knc(g)]51c1]
ke kecz1)  Kre(z2) [k;G(G) — knG(G)]SlCl kgG(G)Slz + kyyg (6)CE (16)

(S; =sinif,parai=1,23..)
2.3. Modelo de Mayes

O modelo de Mayes, diferentemente do modelo de Gasch, propde que o movimento de abertura e fechamento da
trinca seja regido por uma funcéo cosseno conforme a Eq. (17). Adota-se a trinca aberta quando a coordenada # coincide
com a coordenada Z negativa (180° em relacdo ao eixo Z) e fechada quando a coordenada # coincide com a coordenada
Z positiva (0° ou 360° em relacdo ao eixo Z).

f@e) = %[1 + cos(Qt)] (17)

A matriz de rigidez assume a forma da Eq. (13) e os termos da diagonal principal em termos das coordenadas mdveis
sdo expressos pela Eq. (18) e Eq. (19) (Cavalini, 2013).

ké’M(Q) = (ko * kf) + (ko * kf) Gy (18)

2 2
(C; = 1,para 8 = 0° ou 360°)

(ko+ky)  (ko+ky)
R (19)
(C; = —1,para 6 = 180°)

an(H) =

Em coordenadas fixas a matriz de rigidez pode, neste caso ser representada pela Eq. (20).

KFM

_ kFM(ll) kFM(lZ)] _ [ka(e)Cf + an(9)512 [ka(Q) - an(G)]51C1 (20)

[kew (6) — ko (D)]S1C1 ke (O)ST + Ky (O)CF

" ke krme2)
3. MODELO FLEX

O modelo Flex, apresentado por Bachschmid et al. (2010), é baseado nos fundamentos de viga equivalente na qual a
secdo transversal é formada por uma regido sem trinca e uma regido correspondente a parte que contém a trinca. O
comprimento da viga equivalente é definido em funcéo da profundidade da trinca.

O comportamento flexivel foi definido pela constru¢do da matriz de rigidez de uma viga engastada-livre,
considerando quatro graus de liberdade por n6. A matriz de flexibilidade é obtida pela inversdo da correspondente matriz
de rigidez. Bachschmid et al. (2010) utilizaram aproximagdes da teoria de vigas de Timoshenko, além de introduzirem os
momentos de inércia de area para secéo transversal para diferentes posicdes angulares. A extensdo para a matriz de rigidez
da uma viga livre-livre dada pela Eq. (21), é obtida claramente pelas condicdes de equilibrio da viga e é apresentada por
Cavalini (2013).
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Os termos da Eq. (21) sdo apresentados na Eq. (22).
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sendo ¢ é o termo que contabiliza o efeito de cisalhamento, I € o comprimento da viga equivalente e S é a drea de secao
transversal.

4. COMPARACAO DOS MODELOS

Nota-se pelas curvas das rigidezes em coordenadas fixas descritas em Cavalini (2013) e representadas na Fig. (4),
Fig. (5) e Fig. (6), que para modelo de Gasch a trinca se encontra totalmente aberta entre 90° e 270° com relagéo ao eixo
Z, alem de estar evidente o comportamento de transi¢ao abrupta entre as duas situag@es. Para 0 modelo de Mayes, observa-
se um comportamento mais suave e que a trinca se abre completamente a 180° do eixo Z. No modelo Flex a trinca se
mantém quase que totalmente aberta entre 120° e 240°, além se assemelhar-se ao modelo de Mayes quanto ao
comportamento suave de transicéo.
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Figura 4: Curvas das rigidezes nas dire¢des X, Z e cruzada, em coordenadas fixas, segundo o modelo Gasch dos
resultados numeéricos de Cavalini (2013)
(=— /D =0,20; = o/D =0,35; — o/D = 0,50)
a) rigidez kFG(ll); b) rigidez kFG(zz); C) rigidez kFG(lZ)
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Figura 5: Curvas das rigidezes nas dire¢cdes X, Z e cruzada, em coordenadas fixas, segundo o modelo Mayes dos
resultados numéricos de Cavalini (2013)
(=— a/D=0,20; — a/D =0,35; — o/D = 0,50)
a) rigidez Krgqy); b) rigidez Krg(o2); C) rigidez Keg(12)
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Figura 6: Curvas dos momentos de inércia, em coordenadas fixas, segundo o modelo Flex dos resultados numéricos
de Cavalini (2013)
(=— o/D=0,20; — o/D =0,35; — o/D = 0,50)
a) momento l,; b) momento ly; ¢) momento Iy, d) &rea remanescente da se¢do transversal
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