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Resumo: O presente trabalho visa analisar dois modelos mateméticos distintos aplicados ao estudo dos mancais
hidrodinémicos cilindricos. O modelo linear propde uma solu¢do numérica para a equacao de Reynolds, de modo que
as forcas hidrodinamicas sao obtidas por meio da integracdo numérica do campo de pressdo hidrodinamica sobre a
superficie do eixo em contato com a cunha de dleo. Os coeficientes dindmicos, por sua vez, séo calculados por meio de
um processo de lineariza¢do. J& o modelo ndo linear, utiliza-se se uma hip6tese simplificadora e propde uma solucéo
analitica para a equacdo de Reynolds. Deste modo, as forgcas e hidrodindmicas e os coeficientes dindmicos sdo
calculados analiticamente por meio da solucao desta equagdo. O comportamento dindmico de um rotor pode ser descrito
por meio de uma equacdo obtida através da modelagem matematica utilizando o método dos Elementos Finitos. As
forcas hidrodindmicas bem como os coeficientes dindmicos determinados para os dois modelos em andlise sdo
acoplados a equacdo do movimento do rotor possibilitando o célculo das 6rbitas e do diagrama de Campbell. Nota-se
que a velocidade critica calculada para ambos modelos € muito préxima e, acredita-se, que a diferenca entre os valores
se deve a geometria do mancal (mancal longo) que compromete a confiabilidade do modelo néo linear.
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1. INTRODUCAO

Os mancais hidrodindmicos sdo amplamente utilizados em maquinas rotativas de grande porte devido a sua satisfatoria
capacidade de suportar cargas em tais aplicacfes. Além disso, possuem caracteristicas associadas a dissipacdo de energia
(amortecimento), o que contribui para a estabilidade dindmica (Meggiolaro, 1996). Nesse tipo de mancal, ndo ha contato
metal-metal, visto que, as superficies estdo separadas por uma pelicula relativamente espessa de lubrificante (Fig. (1a)).
A lubrificacdo hidrodindmica ndo depende da injecéo do fluido sobre pressdo (embora isso possa ocorrer). Por meio do
movimento relativo entre o eixo e 0 mancal a uma velocidade suficiente, cria-se uma zona em forma de cunha de dleo,
de modo a gerar um campo de pressao hidrodinamica responsavel pela sustentagdo do eixo, evitando o contato entre as
partes metalicas (Budynas, 2011). Desde que se mantenha o suprimento de fluido de forma adequada esses mancais
possuem vida infinita.

Dentre os mancais hidrodindmicos, os mancais hidrodinamicos cilindricos (Fig. (1b)) possuem grande aplicabilidade
na industria. Isso se deve a facilidade de fabricagdo e aos modelos matematicos consolidados e disponiveis na literatura
(Childs, 1993). Os modelos matematicos representativos de mancais hidrodinamicos cilindricos permitem determinar o
campo de pressdo hidrodindmica, as forcas de sustentacao hidrodindmica, a posicao de equilibrio do eixo e os coeficientes
de rigidez e amortecimento, também chamados de coeficientes dindmicos. Neste contexto, os modelos linear (Riul, 1998)
e ndo linear (Capone, 1986) séo vastamente utilizados para a analise do comportamento dindmico de maquinas rotativas
suportadas por mancais hidrodindmicos cilindricos.

a) ' b)
Figura 1: (a) Eixo rotativo sobre mancal hidrodindmico (Fonte: machinerylubrication.com). b) Mancal
hidrodindmico cilindrico (Fonte: generation-z.net).
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Para previsdo do comportamento dindmico de eixos rotativos suportados por mancais hidrodindmicos, os modelos
linear e nédo linear dos mancais podem ser utilizados. Segundo Castro (2007), a analise linear de sistemas rotativos ndo é
capaz de fornecer informacdes sobre as ndo linearidades presentes nestes sistemas. Entretanto, para muitas aplicagcdes em
dindmica de rotores, os resultados desta andlise ainda séo satisfatdrios. Hua et al. (2004) verificaram por meio de um
estudo experimental que o modelo linear é invalido sobre certas condi¢Bes de excitacdo. Para forcas de excitacdo elevadas
0 modelo ndo linear é mais apropriado.

2. COMPORTAMENTO DINAMICO DE ROTORES

O comportamento dindmico de um rotor flexivel pode ser numericamente descrito por uma equacdo diferencial
que descreve o comportamento dindmico do sistema (Lalanne, Ferraris, 1998), como mostra a Eg. (1).

Mg +[D+QDg |g+[K+OKg |a=W+F, +F, +F, 1)

onde M é a matriz de massa, D é a matriz de amortecimento, Dy € a matriz do efeito giroscopico, K é a matriz de rigidez
e K representa o enrijecimento do sistema quando em regime transiente (matrizes obtidas via Elementos Finitos). Todas
estas matrizes sdo associadas as partes girantes da maquina, tais como os discos, 0 acoplamento e o eixo. O vetor de
deslocamentos é representado por g e a velocidade de rotagdo € dada por Q. A forca peso, W, contempla apenas as partes
girantes, F, representa as forcas de desbalanceamento, Fr, é o vetor das forcas produzidas pelos mancais a fim de suportar

oeixoe Fe representa uma forga qualquer aplicada externamente ao rotor.

3. MODELO LINEAR DE MANCAL HIDRODINAMICO CILINDRICO

No modelo linear proposto por Riul (1988), o campo de pressao hidrodinamica do filme de dleo é obtido a partir da
solucdo numérica da equacgdo de Reynolds (Eq. (2)). Para simplificar o tratamento algébrico, a equagdo de Reynolds é
adimensionalizada (Eq. (3)) para a discretizagdo do campo de pressdo gerado pelo filme de dleo (realizada via método
das diferencas finitas). O processo de discretizagdo transforma a equacao diferencial parcial de segunda ordem em uma
equacdo algébrica (Eq. (4)), que por sua vez, é resolvida via método da relaxacdo sucessiva (Eq. (6)). Determinado o
campo de pressdo hidrodindmica, a forca de sustentacdo hidrodindmica (Eq. (7)), a posi¢do de equilibrio do eixo e 0s
coeficientes de rigidez (Eq. (11)) e amortecimento (Eq. (13)) do mancal podem ser determinados.
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Figura 2: Modelo fisico de um mancal hidrodinamico cill:nidr-rrico. Fonte: (Cavalini, 2013)
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onde p=p (49,)7) é a distribuicéo de pressdo no mancal (Eq. (3); g, € a viscosidade do 6leo), ¥ é a coordenada
adimensional do centro do eixo Og ao longo da direcdo Y, & é a coordenada cilindrica, R é o raio do eixo, Ly é 0
comprimento do mancal e ﬁh é a espessura adimensional do filme de 6leo, dada por h =1—Xcos@—Zsend; X =x/C
e Z=z/C sdo as coordenadas adimensionais de O ao longo das direcBes X e Z, respectivamente; X = X/(QC) e
7= z'/(QC), sendo C a folga radial do mancal e a velocidade de rotacédo do eixo.

Aplicando o método das diferencas finitas na Eq. (2), a equacdo de Reynolds ¢ discretizada (Eq. (5)) e o campo de
pressdo pode entdo ser obtido aplicando o método das relaxagdes sucessivas. As condi¢des de contorno associadas a
equacdo de Reynolds discretizada sdo igualmente apresentadas pela Eq. (5).

Po + Ky (Pr+P,)+51(0)(Pr—P2)+ Ky (Pa+Pa)-G(0)=0
0 (4)

onde Po=p(i,j), P=P(i+Lj), P.=p(i-1j), Ps=p(i,j+1) e P, =p(i,j—1), com i e j sendo os pontos de
discretizacdo nas diregdes 6 e Z do mancal hidrodinamico (veja a Fig. (2)), respectivamente. Desse modo, NI e NJ
representam o numero de pontos de discretizacdo nas direcbes 6 e Z, respectivamente. Além disso,

K S(0) 1 G(0) 2K 2 27 - 1
K= 5(0)= K, = 0)= = - AG = Ay = 5
Aplicando o método da relaxacdo sucessiva tem-se a Eq. (6):
PE™ = (1-0) P —a| Ky (Pt + P )+ 5:(0) (Pt~ P5 )+ Ko (P5 + P ) -G (6) | =0 (®)

onde w € o parametro de relaxagdo (0 < w < 2) e k representa 0 passo do processo iterativo associado.
A partir do campo de presséo ja determinado, as forgas hidrodinamicas Fn podem entédo ser obtidas através da Eq. (7)
que representa a integracdo do campo de pressdo obtido sobre a &rea do mancal (Eg. (8)).

F, :szch \/Fl X,2,%,7)+F,?(x,2.%,7) )
onde,
127 127
Fl(i,f,i',z*):—jj. P, (6, ¥)cosodody F2 >‘< Z,X, Z J.I Ph (6,Y)sendd ody (8)
00 00

Para determinar os coeficientes de rigidez, utiliza-se 0 método de diferencas finitas centradas (Eq. (9)). Desloca-se o
centro do eixo paralelamente aos eixos X e Z a partir da posicdo de equilibrio (veja a Fig. 2):

Kxx =—Ss ( R(&%)- Fl(_mj Kyz =—Ss ( F (A7) Fl(—Az)J

AX AT )
© o [R)-R()) o (R(82)-F(-a2)
ZX — S AX 77 — S A7
onde S é calculado segundo a Eq. (10):
2
5 s[th 1 ____ 10)
2\/F (x.2.%.7)+F2(%.2.%.7)

De modo anélogo, os coeficientes de amortecimento sdo determinados relacionando as componentes das forcas
hidrodindmicas adimensionalizadas com as velocidades infinitesimais do centro do eixo nas direcdes dos eixos OX e

Oz, respectivamente AX e AZ , como mostra a Eq. (11):
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R (ax)- Fl(—Ai) F (A7)~ R (-A7)

Cxx =—Sg AX Cxz =—Sg AT
. . (12)
6y =S, F, (Ax);;z (—Ax) &, =5 F (Az ) ;zFZ (—Az )

4. MODELO NAO LINEAR DE MANCAL HIDRODINAMICO CILINDRICO

No modelo matematico proposto por Capone (1986), denominado modelo ndo linear, 0 campo de pressao
hidrodinamica é determinado a partir da solucdo da equacdo de Reynolds (Eq. (2)), na sua forma adimensional (Eq. (12)),
considerando a hip6tese de mancais curtos, isto é, mancais cuja razao entre o comprimento e o didmetro é menor que 0,5
(Childs, 1993). De posse do campo de pressdo, determinam-se as forcas de sustentacdo e os coeficientes de rigidez e
amortecimento (ndo lineares) associados ao mancal.

2 = = 2
LN ﬁﬁ% =%+2% , Ph =L(ij (12)
L, ) oy oy 00 ot 64,2\ R

As simplifica¢Ges aplicadas na equacdo de Reynolds permitem a integracao direta da Eq. (12), levando a sua forma
analitica como mostra a Eq. (13).

5 (6.9) :l(ijz{(i—zf)sene_—(i+2 ' )Cosﬁ}(wz _1) 13)

bell

As forcas hidrodindmicas de sustentacdo Fn desenvolvidas (forma dimensional) sdo entdo determinadas pela
integracdo do campo de pressdo sobre a &rea do mancal (integracdo da Eq. (13)) como mostra a Eq. (14).

F, 6, QR T Tcoso],
S L e LA 0, dad 14
: {th » LJ P (0.9)] (- (060 (14)
B

onde ¢, € conhecido na literatura como attitude angle, definido pela Eq. (15).

7 +2X T . 7 +2X T . .
=tan? -~ |—=sign = |- Zsign(zZ + 2% 15
o [Y—ZZJ 29 [X—ZZJ 5 Sion(7+ 2%) =

Para descrever as forgas hidrodindmicas através de uma expressao analitica, uma fungdo Gp é usada (solugdo analitica
da Eqg. (14)), como mostra a Eq. (16) (Adilletta; Guido; Rossi, 1996; Castro; Cavalca, 2009).

llh+7Z' - —
G, = _ 1 _ 40 = 2 - 7 o tant Zcosay, —xse?/zzzh (16)
- 1-Xcosf—1zsend (1_22 —22) 2 (1_¥2 _72)
Assim sendo, a expressao analitica de Fn é dada pela Eq. (17):
12
= a2\ (o 422
N [(”ZX) +(x-22) } 3%V, — G, senay, — 2S,, Cos an
" H 4C2 l—iz —72 37Vh +Gh COos O!h —ZShsenah

Sendo Vi e Sy definidos conforma mostra a Eq. (18):
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2+(Z cosa, — Xseney, ) G, (X cos ey, +Zsenay, )

Vh= Sh=

" E— (18)
1-x2-7° 1—(7005ah+isenah)]/2

Assim, a Eq. (19) representa os coeficientes de rigidez e amortecimento associados aoc mancal sdo dados funcdo da
posicdo (X,Z) e da velocidade (X,Z) do centro do eixo na posi¢do do mancal, da viscosidade do dleo ( z4,), da
velocidade de rotacdo () e das dimensdes do mancal.

kxx :_aj kXZ :_ai Cxx :_ai Cxz :_ai (19)
Koy ox  (ky, 0z |\ Cy X \cy 01

5. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo é apresentada a comparagdo entre os resultados obtidos considerando os modelos linear e ndo linear
mostrados neste trabalho. Para representar o comportamento dindmico do rotor utilizado foi construido um modelo de
elementos finitos, com 35 elementos de eixo (viga de Timoshenko), como ilustrado pela Fig. (3). O sistema é composto
por um eixo horizontal de ago que possui 833 mm de comprimento e 19,05 mm de diametro (E=1,92x10"! Pa, p=8000
kg/m e v=0,29), trés discos rigidos D1 (n6 #16; 0,658 kg), D2 (né #20; 5,013 kg) e D3 (n6 #25; 0,658 kg); e dois mancais
hidrodindmicos cilindricos (B; e By, localizados nos n6s #9 e #35, respectivamente) cada um com 19,05 mm de didmetro
e 12,8 mm de comprimento.
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Figura 3: Modelo de Elementos Finitos para o rotor em analise

A Figura (4) compara as orbitas obtidas para 0 modelo linear e ndo linear considerando o desbalanceamento, as
propriedades dos mancais e a velocidade de rotagdo do rotor. Como esperado, as respostas obtidas variam de acordo com
0 modelo utilizado. O modelo matematico desenvolvido no modelo ndo linear parte da hipétese de mancal curto, isto €,
Ln/2R < 0,5. Entretanto, nesse caso Ly/2R = 0.0128/0.01905 = 0.672 (dimensdes em mm). Para 0 modelo linear, essa
limitagcdo quanto ao tamanho do mancal ndo ocorre, explicando assim a diferenca entre as drbitas. Entretanto, vale
ressaltar que a amplitude das respostas ao longo da direcdo horizontal e vertical sdo similares.
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Figura 4: Orbitas obtidas para os modelos linear e nio linear.
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A Figura (5) apresenta o diagrama de Campbell obtido para o modelo linear, ao passo que, as Figs. (6) e (7)
apresentam-no para o modelo ndo linear sob uma visualizag&o tridimensional e plana, respectivamente. Considerando o
rotor operando a uma dada velocidade de rotacéo, forcas horizontais de 1 N com diferentes frequéncias (de 0 a 50 Hz com
passos de 1 Hz) foram aplicadas separadamente no n6 #20 do modelo de elementos finitos. Nesse caso, as respostas foram
obtidas ao longo da direcdo horizontal neste n6. Esse procedimento foi realizado para varias velocidades de rotacédo (de
400 a 2500 RPM em passos de 100 RPM) a fim de determinar o diagrama.
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Figura 5: Diagrama de Campbell obtido usando o modelo linear.

Amplitude [m]

Frequency [Hz]

Rotation speed [102 rpm]
Figura 6: Visualizacéo 3D do diagrama de Campbell para 0 modelo ndo linear.
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Figura 7: Vista superior 2D do diagrama de Campbell obtido usando o modelo néo linear.
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6. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

De acordo com os resultados apresentados conclui-se que, as respostas obtidas para os diferentes modelos sdo
préximas. As diferencas observadas se devem principalmente a geometria do mancal. Como explicado, o0 modelo ndo
linear ¢é aplicado sobre a hip6tese de mancais curtos €, no caso em questdo, trata-se de um mancal longo. Entretanto,
apesar da variacdo das respostas, os valores de velocidades criticas e a amplitude do deslocamento ao longo da direcdo
horizontal e vertical séo similares.

Como sequencia desse trabalho, pretende-se implementar o algoritmo de relaxacdo dinamica (modelo linear), no
qual o pardmetro de relaxacdo 6timo é calculado a cada iteracdo, acelerando assim a convergéncia da solucdo. Pretende-
se também acoplar o campo de temperatura ao campo de pressdo hidrodindmica visto que, em aplicacBes reais, a
temperatura o filme de fluido se eleva durante a operacdo. Pretende-se ainda realizar experimentos e comparar 0s
resultados numéricos obtidos para os dois modelos com os resultados experimentais avaliando assim a aplicabilidade de
cada modelo nas condicBes variadas de operacao.
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