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Resumo: Neste trabalho é apresentado uma modelagem dinâmica de uma aeronave multirrotora genérica com seis 

graus de liberdade a partir dos princípios da Mecânica Clássica. O modelo é avaliado a partir de simulações 

computacionais feita em plataforma MATLAB/SIMULINK® de forma que seu comportamento seja condizente com o de 

uma aeronave real. A partir do modelo dinâmico, as equações do movimento são linearizadas e escritas na forma de 

espaço de estados para que as técnicas de controle linear possam ser aplicadas. Neste caso, as técnicas de controle 

MIMO tornam-se mais viáveis uma vez que o sistema possui múltiplos estados acoplados entre si e múltiplos sinais de 

entrada. Os controladores do tipo LQR e LQT foram projetados e aplicados enquanto que seus desempenhos foram 

avaliados levando em consideração a resposta do sistema para diferentes entradas e parâmetros de controle. Por fim, 

foi testado um algoritmo que gera sinais de entrada para a aeronave de acordo com uma trajetória pré-definida, de tal 

forma que este conceito pode tornar a aeronave autônoma e ser empregado em diferentes missões em aeronaves da 

mesma categoria. 
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1. INTRODUÇÃO  
 

Os multirrotores fazem parte de uma categoria de aeronaves similares ao tradicional helicóptero porém com mais de 

dois rotores. As configurações mais comuns, levando em conta o número de motores, são: os tricópteros (3 rotores), 

quadcópteros (4 rotores), hexacópteros (6 rotores) e os octópteros (8 rotores). O acréscimo de rotores proporciona à 

aeronave maior tração e maior empuxo, consequentemente maior capacidade de carga. Por outro lado, a construção da 

aeronave se torna mais cara e complexa devido à quantidade de equipamentos a serem instalados. 

Talvez, o maior atrativo destas aeronaves seja a sua simplicidade de controle, que consiste apenas em ajustar a 

velocidade de rotação de cada motor de forma independente, permitindo o controle de suas condições de operação 

(altitude, atitude e velocidade). Esta característica peculiar torna a caracterização dinâmica mais simples o que facilita a 

implementação de voos autônomos e rádio controlados, colocando os multirrotores na categoria dos VANTs (Veículos 

Aéreos Não Tripulados). Atualmente, as principais áreas de aplicação dos VANTs são: fotografias aéreas, vigilância, 

sensoriamento remoto, agricultura e o mercado aposta que a sua aplicabilidade ainda tende a crescer ainda mais. 

Este projeto trata de uma aeronave do tipo hexacóptero a qual consegue manter um voo pairado estável equilibrado 

pelas forças e momentos produzidos pelos seis rotores (Castillo et. al, 2005). Porém, as estratégias de obtenção das 

equações dinâmicas e técnicas de controle podem ser aplicadas a outras configurações desta categoria de aeronave. 

 Diversas estratégias foram testadas em aeronaves multirrotoras, porém a maioria delas utiliza técnicas de controle 

clássico (controles PID), obtendo as equações dinâmicas linearizadas a partir de técnicas de identificação de sistema ou 

aplicam controle moderno não-linear levando em conta as equações dinâmicas não-lineares. 

Segundo Bresciani (2008), as equações do movimento de um quadcóptero podem ser escritas considerando um 

sistema referencial híbrido, onde os torques são escritos no sistema do corpo e as forças no sistema referencial inercial. 

Esta abordagem facilita o controle de posição da aeronave uma vez que a velocidade da aeronave no sistema referencial 

inercial passa a ser uma variável de estado. Ainda, as equações dinâmicas foram linearizadas em torno de um ponto de 

tal forma que todas as condições de trimagem são nulas, e em seguida foram aplicadas as leis de controle clássico para 

controle de altitude e atitude considerando efeitos aerodinâmicos e giroscópios. 

Em algumas publicações, diferentes técnicas de controle foram comparadas a fim de estabelecer um controle ótimo 

para aeronave. Bouabdallah et al. (2004) comparou controladores do tipo PID e LQ, quando aplicados em uma bancada 

de teste com quatro rotores e limitada a três graus de liberdade, com intuito de estabilizar a aeronave em um voo pairado. 

Já Raffo et al. (2008) compara resultados simulados e experimentas utilizando controladores PID e LQR para estabilizar 

e direcionar uma aeronave do tipo quadcóptero.  

Tentativas de criar um controlador que seja capaz de direcionar uma aeronave a partir de uma trajetória pré-

estabelecida também tornou-se um atrativo para as aplicações dos VANTs. Em Rich (2012), foi proposto um controlador 

não-linear do tipo H


foi proposto a fim de estabilizar os movimentos de rotação da aeronave, enquanto que uma lei de 

controle baseada em Backstepping é usada de forma que o controlador minimiza o erro entre a trajetória desejada e a 

posição da trajetória a cada instante de tempo. 
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Este trabalho faz parte de um projeto em desenvolvimento pelo Laboratório de Ensino em Engenharia Aeronáutica 

da Universidade Federal de Uberlândia que tem como objetivo desenvolver uma aeronave autônoma para uso comercial. 

Sendo assim, ele está divido da seguinte forma: a seção 2 contém a modelagem dinâmica de um hexacóptero. Na seção 3 

é projetado um controlador LQT o qual foi testado a partir de simulações que estão apresentadas na seção 4. Por fim, as 

conclusões do trabalho estão contidas na seção 5. 

  

2. EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

 

O movimento de aeronaves multirrotoras é resultante da variação da velocidade dos rotores e seu modelo dinâmico é 

obtido assumindo-a como um corpo rígido (Artale, 2013). Porém, neste tipo de aeronave, os efeitos giroscópios resultantes 

da rotação do corpo rígido e das hélices deve ser levado em conta devido ao seu pequeno peso. Sendo assim, o modelo 

consiste em um sistema com seis graus de liberdade (velocidades lineares e angulares e posições angulares e lineares) e 

os número de sinais de entrada de controle coincide com a quantidade de rotores presentes na aeronave (velocidade de 

rotação dos rotores).  

 O sistema referencial do corpo (BCS), fixo à aeronave, coincide com o centro de gravidade da aeronave (CG) é 

indicado por Ox’y’z’. Por outro lado, o sistema referencial inercial ICS, fixo à superfície terrestre, é indicado por Oxyz . 

Ainda, as componentes da velocidade linear do CG da aeronave em relação às direções X, Y e Z do ICS são definidas por 

  
T

x y zv V V V   
em m/s e as velocidades angulares  (P, Q e R )  em torno dos eixos x, y e z em relação ao ICS, escritas 

no referencial BSC em rad/s, são definidas por   
T

P Q R  . Aplicando as equações de Newton-Euler para 

conservação do movimento linear e angular chega-se às equações do movimento da aeronave como propôs Valavanis 

(2007).  

As forças que atuam na aeronave podem ser dividas em forças de tração, arrasto e gravitacionais. Levando em conta 

que a aeronave utiliza um motor elétrico do tipo DC como conjunto propulsivo, tem-se que a força de tração gerada pela 

hélice será proporcional ao quadrado da velocidade de rotação da hélice (Fogelberg, 2013). O arrasto devido à viscosidade 

do fluido pode ser simplificado de tal forma que seja proporcional à velocidade linear da aeronave (Asselin, 1965) e, por 

fim, a força gravitacional sempre estará atuando sobre a aeronave na direção z do ICS. 

Os momentos atuantes na aeronave podem ser decompostos em três direções que determinam os movimentos de: 

guinada, arfagem e rolagem. Estes três movimentos dependem da combinação de torque de cada rotor. A Figura (1) ilustra 

a disposição dos rotores na aeronave. 

 

 
 

Figura 1: Disposição dos rotores em relação ao CG da aeronave. 

 

O torque de guinada consiste na soma dos torques gerados pelos grupos motopropulsores aplicados na estrutura em 

relação ao eixo z do BCS. Estes torques são decorrentes da resistência aerodinâmica (força de arrasto) que a hélice produz 

ao girar em torno do seu eixo de rotação. Ainda deve ser levado em conta um torque inercial produzido devido à variação 

da quantidade de movimento angular das hélices (Fogelberg, 2013).  

  

Um momento de rolagem positivo é obtido reduzindo os valores de 1Ω , 2 Ω , 3 Ω  e aumentando os valores de 4Ω ,

5 Ω , 6 Ω . Este torque leva em consideração a distância l, dada em metros (m), de cada motor até o eixo x’ conforme 
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ilustrado na Figura 1). Por fim, o momento de arfagem positivo pode ser produzido diminuindo 1Ω , 6 Ω  e aumentando 

3Ω , 4 Ω . O braço de momento de cada rotor é representado pela distância deste ao eixo y’ (Fogelberg, 2013). 

  

Ainda será levando em conta o efeito giroscópio proveniente da alteração da direção da quantidade de movimento 

angular das hélices gera um torque em torno do CG da aeronave, assumindo que as hélices, idealmente, tenham o mesmo 

momento de inércia de massa  ( MI ), caso contrário haveria um desequilíbrio do efeito giroscópio das hélices e um 

momento resultante em torno dos três eixos do BCS (Roskam, 2001). 

Levando em conta as equações deduzidas anteriormente de força e momento externos aplicados na aeronave durante 

um voo, pode-se agrupá-las de forma a escrever as equações finais de movimento a partir da segunda lei de Newton-Euler 

nas três direções do BCS: 

 

2

sin

      sin cos

Ω cos cos

d x

d y

i d z

u Rv Qw k u mg

m v Pw Ru k v mg

w Qu Pv k k w mg



 

 

     
  

      
        

                                  (1) 

 

 

 
 

 

2

( ) Ω

( ²)    Ω

( )

xx zz yy xz arfagem r R

yy xx zz xz rolagem r R

guinadazz yy xx xz

I P QR I I I R PQ QI

I Q PR I I I P Q PI

I R PQ I I I QR P







      
   

        
          

                                (2) 

 

onde  

1

Ω   Ω

n

R i

i

 . 

 

 

 

 

   

2 2 2 2

1 3 4 6

2 2 2 2 2 2

2 5 1 3 4 6

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6

3
Ω Ω Ω Ω

2

1
   Ω Ω Ω Ω Ω Ω       

2

  Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

arfagem

rolagem

guinada

M R

kl

kl

b I







 
   

  
    

          
   

         
 
 

                          (3) 

 

As seis equações mostradas acima representam o modelo dinâmico da aeronave em translação e rotação, 

respectivamente. Porém, o problema apresenta seis equações e nove incógnitas. Desta forma, as equações das relações 

cinemáticas (Roskam, 2001) podem ser utilizadas para tornar o problema possível e determinado com nove incógnitas e 

nove equações. 

O modelo linearizado é obtido a partir da teoria de pequenas perturbações em torno de uma condição de operação em 

regime permanente. Os valores das perturbações são pequenos e portanto os termos de ordem superior a 1 serão 

negligenciados.  

Sendo assim, as equações linearizadas do item anterior são organizadas de maneira a representarem o modelo 

dinâmico da aeronave na forma de espaço de estados. As variáveis de entrada são as velocidades de rotação dos rotores e 

como variáveis de estado as velocidades lineares, os ângulos de Euler e as velocidades de rotação no referencial não 

inercial.  Porém, em muitas aplicações, é interessante conhecer e controlar a posição da aeronave no sistema referencial 

inercial a cada instante de tempo. Para a implementação de controle da posição da aeronave, deseja-se que o vetor de 

estado seja expandido a fim de incluir tais variáveis. As condições de trimagem são obtidas a partir das equações do 

movimento (Eqs. (1), (2) e (3)) levando em consideração o equilíbrio de forças ou condição de regime permanente.     

 

3. CONTROLE MODERNO 

 

A teoria de controle moderna tem se mostrado uma ferramenta poderosa para a indústria aeronáutica nos últimos anos 

principalmente no desenvolvimento de pilotos automáticos. O grande número de variáveis de controle dificulta o uso de 

técnicas clássicas de controle, uma vez que a sua essência é baseada em uma estrutura de malhas fechadas sucessivas. 

Logo, para dinâmicas multivariáveis ou MIMO (Multiple Input Multiple Output), as teorias modernas de controle 

mostram-se eficazes (Stevens e Lewis, 1992).  

O controlador rastreador, também conhecido como LQT (Linear Quadratic Tracking), é utilizado para forçar um 

estado a seguir, o mais próximo possível, um estado desejado ao longo do tempo de tal forma que minimize a matriz de 
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performance (PI). O intuito do controlador é possuir um loop externo no regulador (LQR) que realimenta a saída dos 

estados e a subtraia da referência, definindo assim um erro e(t) o qual deve ser levado a zero. Sendo assim, o índice 

quadrático de performance a ser minimizado fica na forma (Burns, 2001): 

 

 
1

0

( ) ( )  

t

T TJ r x Q r x u Ru dt                                                           (4) 

 

onde r(t) é a trajetória desejada para o estado e e(t)=r(t)-x(t) o erro entre a trajetória desejada e o estado em cada 

instante de tempo. O sinal de entrada ótimo será: 

 

optu v Kx                                                                                (5) 

 

Na Equação (5), v  é o sinal de entrada do controlador em rad/s. A matriz de ganho K é obtida a partir da solução das 

equações de Ricatti (Burns, 2001). A Figura (2) representa o diagrama de blocos do rastreador (LQT). 

 

 
 

Figura 2:  Rastreador LQT. 

 

 

4. SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

 

A seguir, serão discutidos os principais resultados obtidos a partir da implementação das equações dinâmicas nas 

plataformas de simulação desenvolvidas em Matlab e Simulink. 

A título de exemplo de aplicação, foi utilizada nas análises uma aeronave multirrotora com seis rotores (hexacóptero) 

e suas características foram baseadas nos trabalhos experimentais as quais estão apresentadas na Tabela 1) (Martinez, 

2007; Sanca et. Al, 2010). Apesar destas características serem específicas de cada aeronave, este trabalho tem como 

objetivo desenvolver um modelo genérico, de tal forma que possa ser aplicado a diferentes tipos de aeronaves. 

 

Tabela 1: Propriedades físicas da aeronave. 

 

Propriedade Descrição Valor 

m Massa 2.326 kg 

L Comprimento do braço 0.32 m 

kd Coeficiente de arrasto 4.8 10-2 Ns/m 

Ixx Momento de inercia em torno do eixo x 0.168 kgm2 

Iyy Momento de inercia em torno do eixo x 0.168 kgm2 

Izz Momento de inercia em torno do eixo z 0.309 kgm2 

Kv Constante de voltagem do motor 4.19 10-3 Vs/rad 

Kt Constante entre corrente e torque 4.19 10-3 Nm/A 

CQ Constante empuxo do motor 1.037 10-3 

CT Constante de torque do motor 0.01458 

g Aceleração da gravidade 9.81 m/s2 

ρ Densidade do ar 1.225 kg/m3 

β Raio da hélice 0.14 m 

CD Coeficiente de fricção rotacional 6.4 10-4 Ns/m 

 

 

De maneira análoga ao regulador LQR, as matrizes das equações dinâmicas foram introduzidas no controlador, e a 

solução das equações de Ricatti fornecem os valores dos ganhos K, a qual depende das matrizes de ponderação Q  e R
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que foram adotadas como uma matriz identidade 12x12 multiplicada pelas constantes 
Qk  e 

Rk  . Logo, a matriz de ganho 

K é a mesma calculada levando em conta estes dois parâmetros. 

Em diversos casos de missões planejadas, é conveniente projetar um controlador para a aeronave que a faça deslocar 

no espaço de forma autônoma a partir de pontos de referência nos quais deseja-se que a aeronave atinja. A partir desta 

ideia, foi incorporado ao sistema (planta/controlador) um algoritmo que gera sinais de referência para os três estados de 

posição a partir de um vetor de posição pré-estabelecido. Este algoritmo é alimentado com o sinal de saída dos três estados 

de posição (xE, yE e zE) a cada instante de tempo.  

 

 
 

Figura 3: Trajetórias da aeronave para diferentes valores de kq e kr. 

 

A fim de avaliar a sensibilidade das matrizes Q  e R  na resposta da aeronave, foram feitas simulações com diferentes 

valores de kq e kr , para os mesmos pontos de referência. Os valores da razão de kq foram: 10, 20, 30, 40 e 60 enquanto 

que kr foi mantido o valor unitário. A Figura (3) ilustra a trajetória adotada para a aeronave para diferentes valores de kq. 

A Tabela (2) apresenta o tempo gasto (s)  para cada trajetória. 

 

Tabela 2: Tempo de simulação para diferentes ganhos. 

 

Q/R Tempo (s) 

10 154.75 

20 130.30 

30 87.1 

40 110.4 

60 158.25 

 

A partir da Tabela 2), conclui-se que o menor tempo de simulação foi para o caso de Q/R=30. Nota-se também, 

observando a Fig. (3)Erro! Fonte de referência não encontrada., que algumas trajetórias foram bastante desviadas 

apesar da aeronave passar pelos pontos desejados. Em determinadas missões este comportamento pode ser indesejado 

para a aeronave.  

Ainda, foi avaliado a rotação dos motores ao longo da trajetória, levando em conta a trajetória de menor tempo (Q/R 

= 30). o acréscimo de rotação nos motores (  ) está ilustrado na Fig. (4). Como pode-se observar na figura, as variações 

de rotação dos motores somadas a rotação trimada para o voo vertical (504 rad/s) não excedem o limite de operação para 

os motores brushless (7500 RPM ou 785 rad/s). para o caso de menor tempo, garantindo que o controle seja 

energeticamente viável. 
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Figura 4: Variação de rotação dos motores ao longo da trajetória. 

 

 

5. CONCLUSÕES 

 

Neste trabalho, foi obtido um modelo dinâmico a partir das leis de Newton a fim de representar o comportamento 

real da aeronave. Este modelo pôde ser verificado a partir de simulações computacionais. Em seguida, para que o controle 

dinâmico da aeronave pudesse ser feito a partir das teorias de controle linear moderno, o modelo foi linearizado assumindo 

que a aeronave executa um voo vertical. Vale ressaltar que o novo modelo dinâmico linearizado é válido ao redor da 

condição de trimagem e que, portanto, a influência dos efeitos de fenômenos não lineares são desprezados. 

Uma vez obtidas as equações do movimento linearizadas, estas foram expandidas de nove para doze estados, 

facilitando a implementação da lei de controle de posição da aeronave. Em seguida, as equações linearizadas foram 

escritas na forma de espaço de estados e as teorias de controle moderno aplicadas assumindo um sistema do tipo MIMO 

(Multi Input Multi Output). As condições de trimagem foram obtidas a partir das equações de equilíbrio da aeronave. Nas 

simulações, as variáveis de trimagem foram avaliadas assumindo que a aeronave executa um voo ascendente (direção z 

do ICS). 

Uma proposta de voo autônomo para a aeronave foi feita de forma que o rastreador LQT ainda foi acoplado à um 

algoritmo que gera sinais de posição para a aeronave de tal forma que esta possa seguir uma trajetória pré-definida a partir 

de pontos desejados. Nas simulações, pode-se observar que a precisão da trajetória e o tempo de simulação estão 

relacionados com os valores adotados para as matrizes Q  e R .  

Por fim, o modelo mostrou-se apto a ser aplicado a qualquer configuração de aeronave multirrotora uma vez 

conhecidas as suas propriedades físicas. Porém, o modelo ainda pode ser melhorado, levando em conta perturbações 

externas e não-linearidades contidas no sistema. Ainda, um controlador físico poderia ser construído e instalado em um 

aeronave real de modo que os resultados da simulação pudessem ser comparados com resultados reais. 
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