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Resumo. Neste trabalho propomos uma resolugdo para o fenémeno de Gibbs utilizando o pds-processamento em
polinémios de Gegenbauer. O método Fourier-Gegenbauer emprega os coeficientes de Fourier para obter os
coeficientes de uma expansdo em polinémios de Gegenbauer que representa com acurdcia espectral a fungcdo dada.
Os problemas testes adotados foram a fungdo dente de serra e a equagdo de Burgers. Em ambas as fung¢bes ocorrem
oscilagdes espurias poximos aos contornos devido as descontinuidades quando aplicada a FFT. Aplicando a
metodologia proposta pode-se verificar graficamentes que as oscilagbes foram eliminadas. Foi realizado também uma
andlise dos erros (norma L, e norma L. ) As andlises dos erros mostraram diminuigdes significativas quando
comparados aos erros obtidos com a FFT mostrando que o método de Fourier-Gegenbauer apresenta-se como nova
proposta na eliminagdo do fenémeno de Gibbs.
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1. INTRODUCAO

A solucdo de equacdes diferenciais nem sempre pode ser obtida em forma fechada. Em geral, faz-se necessario
utilizar métodos numéricos que tornem o problema soltivel computacionalmente (Abuelma'atti, 1994). O método
numeérico escolhido na resolucdo do problema deve apresentar rapida convergéncia, consisténcia, estabilidade e baixo
custo computacional. Respondendo positivamente a todos esses quesitos, encontra-se os métodos espectrais em
particular o Método Espectral de Fourier (Briggs, 1995).

Nos problemas representados por fungdes nao-periddicas ou descontinuas , ndo recomenda-se o emprego da FFT
devido a presenga de oscilagdes espurias proximas ao contorno - o Fendmeno de Gibbs (Gelb, 1997).

O fenomeno de Gibbs caracteriza-se pela presenca de oscilagdes espurias proximo a pontos de descontinuidade da
funcdo a ser aproximada pela série de Fourier. Ao aumentarmos o nimero de termos da expansdo, observa-se que tais
oscilacOes tornam-se cada vez mais proximas do ponto de descontinuidade, mas ndo diminuem de intensidade.

Para resolver este problema, Gottlieb et al (1992) propuseram o método de Fourier-Gegenbauer, que elimina o
fendmeno de Gibbs. O método utiliza séries de Fourier e um resultado fundamental que possibilita re-expandir a
aproximacdo em polindmios de Gegenbauer.

As metodologias investigadas neste trabalho constroem aproximagdes numéricas para as solucdes das equacdes de
Burgers. Estas equagdes tem grande importancia numérica pois objetiva-se posteriormente aplicar a metodologia de
Fourier-Gegenbauer nas equagoes Navier-Stokes.

2. METODOLOGIA
2.1 O Método de Fourier Gegenbauer

Considere uma funcado analitica mas ndo periddica f(x) definida em x € [-1,1]. A fungdo tem descontinuidades nos
contornos x = £ 1. Os coeficientes de Fourier sdo dados por:

1

f flx]e™" dx (1)

fixi=5J

Assumimos que os 2N + 1 coecientes de Fourier ~ f (x) sdo dados. Objetiva-se recuperar a funcdo f(x) em
x € [-1,1] com acuracia espectral na norma do maximo. A serie de Fourier truncada para as fungées descontinuas em

f(x):

fy= 2, flxle"™ @
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1
converge lentamente, com o erro da ordem de ——- dentro do intervalo, e exibe oscilagdes espurias perto dos

N

contornos x = 1.Este fendmeno é conhecido como fendmeno de Gibbs. Logo ndo ha convergéncia na norma do maximo.
A ideia principal proposta por Gottlieb e co-autores (1992) consiste em re-expandir a serie dada acima em uma serie de
Gegenbauer convergente.

A representacdo da fungdo f em uma série por polinémios de Gegenbauer é denotada por :
DN AL
f'=2 FIClx ©)
1=0
onde f sdo os coeficientes de Gegenbauer definidos por

f’A[l):%f(1—x2)1/2f(x]C,A(xidx (4)

] -1

O fator de normalizagdo h,A é dado por:

r'(A+1/2)

h)\: 1/2 ~A 5
4 "rAr(1+1/2) ©)
Podemos conseguir uma aproximacao para f A que denotamos por:

i’ 1 i 1/2

gA(l):Wf(l—xz) fN(x)C?(x]dx (6)

1 -1

Em suma, a ideia proposta por Gottlieb (1995) é recuperar f, com acuracia espectral na norma do maximo, a partir
dos conhecidos coeficientes de Fourier . Isto é realizado através de uma expansdo em polindmios de Gegenbauer em
que os coecientes sdo obtidos dos coeficientes de Fourier.

2.2 Metodologia Proposta
A metodologia utilizada consiste:

Avaliar a funcao no intervalo de interesse

Calcular os coeficientes de Fourier;

Calcular os coeficientes de Gegenbauer, a partir dos coeficientes de Fourier;

Avaliar se a sequéncia de aproximagdes obtidas converge a funcéo a ser aproximada;
Avaliar se a sequéncia de aproximacdes converge a taxa desejada.
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3.RESULTADOS EM FUNCOES DESCONTINUAS
3.1 Funcao dente de serra
Para ilustrar o fen6meno de Gibbs, usamos a fungdo f (x) = x no dominio ¢ = [-1; 1] apresentando descontinuidade

em -1 e 1. Neste exemplo, apresenta oscilagées espurias proximo aos contornos quando se utiliza a FFT. Estas
oscilacOes sdo removidas aplicando o método de Fourier-Gegenbauer:
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Figura 1. A linha continua apresenta a funcdo exata. (*) é a aproximacao pela FFT e (+) é o a aproximacdo por Fourier-
Gegenbauer.

Tabela 1. Anélise do erro em relagdo ao método de Fourier e Fourier-Gegenbauer com os termos do polindmio de
Gegenbauer A=0,25

N L oo (Fourier) L oo (Fourier-
Gegenbauer)
8 2,10 1,90 x 10
16 2,05 2,7 x 107
32 2,03 1,3x 103
64 2,01 9,6 x 10°
128 1,99 6,7 x 1071°

3.2 Equacao de Burgers

Consideremos agora a equacdo de Burgers inviscido, dada por:

com x€|-1,1| ,e condigo inicial dada por:

3mTx

ulx,0/=-sin

O gréfico abaixo representa a Equagdo (7) usando a FFT e o pds processamento com os polindomios de
Gegenbauer. A derivada temporal da equacao foi resolvida com o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

™)

(8)
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Figura 2. Equacdo de Burgers — O grafico em vermelho mostra a equagdo resolvida pela FFT e o grafico em preto
resolvido pela metodologia de Fourier-Gegenbauer.

Tabela 2. Anélise do erro em relagcdo ao método de Fourier e Fourier-Gegenbauer com os termos do polindmio de
Gegenbauer A=0,25

N L, (Fourier) L, (Fourier-Gegenbauer)
16 1,20 x 102 2,635x 10*
32 1,99 x 107 3,70x 10°
64 2,07 x10° 4,89 x 107
128 5,71 x 107 1,80 x 10

4. CONCLUSOES

O método proposto neste trabalho encontra certos obstaculos(numéricos) a obtencdo da desejada convergéncia
espectral. Como ja sabemos, as séries de Fourier ndo apresentam boas aproximacdes para problemas periodicos. No
entanto, aplicando o pés processamento por Fourier-Gegenbauer elimina-se as oscilagdes espurias assoaciadas ao
fendmeno de Gibbs, atingindo assim a convergéncia espectral. Algumas conclusdes acerca deste método podem ser
feitas:

¢ A quantidade de célculos envolvidos no método de Fourier-Gengenbauer pode ser muito grande para algumas

fungées

¢ Essa quantidade de célculos podem encarecer o programa computacionalmente

e Os erros das fungdes tiveram diminui¢do de ordem significativa numericamente.
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7. ABSTRACT

In this paper we propose a resolution to the Gibbs phenomenon using post-processing in Gegenbauer polynomials.
The Fourier-Gegenbauer method employs Fourier coefficients to obtain the coefficients of a polynomial expansion in
Gegenbauer representing spectral accuracy with the given function. The adopted test problems were the sawtooth
function and the equation of Burgers. In both functions péximos spurious oscillations occur due to the discontinuities
contours when applied to the FFT. Applying the proposed method can be seen that the oscillations graficamentes been
eliminated. It was also conducted an analysis of the errors (L, norm and L. norm).The analyzes showed significant
decrease of the errors when compared to the errors obtained by the FFT shows that the Fourier-Gegenbauer method
presents itself as a new proposal in the elimination of the phenomenon Gibbs.
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