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Resumo. Este trabalho é dedicado a modelagem estocastica por elementos finitos de uma estrutura compdsita contendo
elemento piezoelétrico acoplado a um circuito elétrico shunt resistivo com vistas a obten¢do do controle passivo de
vibragdes. Faz-se utilizacdo do Método dos Elementos Finitos Estocasticos para modelagem das variaveis aleatorias
como campos estocasticos homogéneos Gaussianos e, a discretizagéo destes campos, realizada de acordo com o método
de expansdo em série de Karhunen-Loéve. Intervindo-se diretamente no processo de integragdo, é entdo possivel
encontrar as matrizes exatas de massa e rigidez da estrutura composita.

Palavras chave: modelagem estocastica, materiais compdsitos, controle passivo de vibragdes, circuitos shunt,
propagacéo de incertezas

1. INTRODUCAO

Pela experiéncia em engenharia, observa-se que a introdugdo de incertezas no modelo deterministico tradicional de
um sistema se torna cada vez mais necessaria uma vez que estas incertezas influenciam diretamente o desempenho,
durabilidade, seguranga e confiabilidade da estrutura (Koroishi et al, 2012).

Uma ferramenta poderosa em mecénica computacional estocéstica é o Método dos Elementos Finitos Estocasticos
(SFEM), que é uma extenséo da abordagem cléssica de elementos finitos para o contexto estocastico, através da resolugao
de problemas estocasticos (estatica e dinamica) que envolvem parametros aleatérios. Portanto, o0 SFEM permite uma
combinacgdo da andlise classica por elementos finitos com analise estatistica (De Lima, Rade e Bouhaddi, 2010).

Neste trabalho, atencdo é dada a utilizagdo de materiais compdsitos, 0s quais sdo bastante utilizados na engenharia
em detrimento aos convencionais como aco e aluminio, principalmente pela superioridade das propriedades mecénicas
que podem ser alcancadas quando se realiza a concepcdo de uma estrutura composita. (Faria, 2006). Faz-se também a
utilizacdo de piezelétricos, os quais podem ser utilizados tanto como sensores e atuadores no controle de vibragdes de
estruturas. O elemento piezelétrico € utilizado neste trabalho no controle passivo de vibragdo incorporando para isto um
circuito elétrico externo, circuito shunt, em seus eletrodos.

A modelagem do problema eletromecénico foi realizada pela combinacdo de duas teorias: Teoria da Deformacédo
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) para aproximacéo dos campos de deslocamentos mecénicos e Teoria das Camadas
Equivalentes Discretas para modelagem dos potenciais elétricos. Assim, considera-se o campo de deslocamentos
mecanicos concebido de forma condensada em uma Unica camada equivalente e o potencial elétrico distribuido por
camadas (Reddy, 1997).

O modelo eletromecanico deterministico foi concebido de forma parametrizada, de forma que, as principais variaveis
incertas, como espessura das camadas e dire¢Ges das fibras foram fatoradas de matrizes de massa e rigidez. Tanto estas
variaveis aleatorias como a resisténcia circuito resistivo sdo entdo modeladas como campos estocasticos homogéneos
Gaussianos. Para discretizagdo destes campos estocasticos, faz-se a utilizacdo do método de Expansdo em Série de
Karhunen-Loéve (KL), o qual consiste no acoplamento entre o desenvolvimento em série do campo aleatério com uma
andlise espectral para selecdo dos termos mais importantes da série. Deste modo, intervém-se diretamente no processo de
integracdo obtendo-se as matrizes exatas de massa e rigidez do sistema (Ghanem et Spanos, 1991). Assim, torna-se
possivel avaliar a variabilidade das respostas em virtude da propagacdo de incertezas no modelo, utilizando-se da
Simulagdo de Monte Carlo (MCS), combinada com a amostragem por HiperCubo Latino (LHC) como estocastico solver.

2. FORMUAGCAO DO PROBLEMA ELETROMECANICO DETERMINISTICO

A modelagem dos campos de deslocamentos mecanicos foi realizada via teoria FSDT, a qual considera cinco graus
de liberdade na defini¢do do seu campo de deslocamentos (Reddy, 1997). Considerou-se também um elemento finito da
familia Serendipity o qual possui oito nds sem a presenca de n6 central. Desta forma, cada elemento finito possui um total
de oito nos e cada n6 possui cinco graus de liberdade, totalizando quarenta graus de liberdade por elemento finito (Faria,
2006). A matriz de massa elementar é obtida por meio da equacdo da energia cinética, como apresentado na primeira
expressdo da Eq. (1). J& a matriz de rigidez mecanica elementar é obtida por meio da energia potencial de deformagéo e
dada na segunda expressao da Eqg. (1). O detalhamento destes procedimentos pode ser encontrado em Ribeiro (2015).
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onde p, é a densidade do material da k-ésima camada, A, é a matriz contendo a espessura zde cada camada
parametrizada, N, sdo as funcdes de forma, Ve é o volume do elemento finito, B, =D(z)N,(&,7), sendo D(z) a
matriz dos operadores diferenciais, C, a matriz de propriedades mecanicas ja considerando-se as dire¢des das fibras das

camadas do material composito, t;:(z‘k+1 -Z, )=[k‘—(k—1)i ] h, com i=1...3 e h_é aespessura de cada camada k .

Observa-se que a matriz de massa foi modelada de forma parametrizada pela densidade e espessura das camadas. Ja
a matriz de rigidez mecéanica elementar foi parametrizada em termos das espessuras e dos angulos das fibras das camadas
e separada em termos dos efeitos de flexdo-membrana, Eq. (2), e cisalhamento, Eq. (3), (Ribeiro, 2015):
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onde K; =K +K; , s=sen(6,), c.=cos(6,) e 6,¢éo angulo de diregéo das fibras da k-ésima camada.
Para modelagem de estruturas compositas laminadas contendo piezelétricos a teoria FSDT é utilizada na aproximacgao
dos deslocamentos mecanicos e os potenciais elétricos distribuidos ao longo das espessuras das camadas. O potencial

elétrico da k-ésima camada, Eq. (4), pode ser escrito em termos das fungdes de forma, N, (f,n), das fungdes layerwise
transversais, L, (z) , e dos potenciais elétricos nodais, ¢, (Saravanos e Heyliger, 1995; Faria, 2006):
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O campo elétrico é dado pelo gradiente negativo do potencial elétrico (Faria, 2006):
E(k) (5'77’ Z’t) = _Vdj(k) (51 nft) = _VNw (5’ n’z)¢ek (t) = _BLD (5’ U’Z)(oek ([) (5)

As matrizes de rigidezes elementares do sistema eletromecénico sdo obtidas a partir da equacdo da energia de
deformac&o do sistema envolvendo a contribuicdo elétrica, sendo que, as matrizes de rigidezes eletromecénica e elétrica
sdo dadas, respectivamente, na sequéncia (Faria, 2006):
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onde e, sdo as constantes dielétricas e y, é a matriz de permissividade elétrica, ambas levando-se em consideracéo as

direcdes das fibras do compésito laminado.

A matriz de rigidez mecénica parametrizada foi previamente mostrada nas Eqgs. (2) e (3). J& as matrizes de rigidezes
eletromecanica, Eq. (7), e elétrica, Eq. (8), parametrizadas em termos da espessura das camadas e dos angulos de direcdes
das fibras do compdsito laminado séo apresentadas a seguir (Ribeiro, 2015):
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A obtencdo das matrizes de massa e rigidezes globais se da por meio de procedimentos classicos de montagem por
elementos finitos conhecendo-se a conectividade dos nds. A equacdo do movimento é entdo dada na Eq. (9):
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onde M, K,, K, e K,, sdo as matrizes de massa e rigidezes mecénica, eletromecénica e elétrica globais,
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respectivamente, K,, = K/

1+ u(t) é o vetor contendo os graus de liberdade mecénicos globais, ®(t) é o vetor contendo
0S potenciais elétricos globais, f(t) é o vetor dos esforcos generalizados e q(t) é o vetor das cargas elétricas

generalizadas.
De posse das equacdes do movimento a nivel global, faz-se a incluséo do circuito elétrico shunt no modelo. Assim, a

funcéo de resposta em frequéncia (FRF) do sistema, levando-se em consideracdo a impedancia do circuito, Z (a)) é dada
na Eq. (10) (Ribeiro, 2015):

-1

H (o) {Kw -K,, {Km -_iz-l(w)J Ko, —wZMM} (10)

jo

3. FORMULAGAO POR ELEMENTOS FINITOS ESTOCASTICOS

As incertezas sdo agora inseridas no modelo deterministico parametrizado. Os pardmetros de projeto que foram
fatorados das matrizes e a resisténcia do circuito, sdo agora tomados como aleatorios. As varidveis aleatérias modeladas
como campos estocasticos, H (x, y,&) , € a discretizagdo destes campos dada pela expansdo em série de Karhunen-Loéve
(KL).

Pela utilizacho da expansdo de KL é possivel encontrar as matrizes aleatdrias elementares de massa e rigidezes do
sistema da estrutura eletromecanica. Observa-se que as matrizes possuem uma parcela deterministica que é calculada
como mostrado na se¢do anterior e uma parcela estocastica que é melhor detalhada nos trabalhos de De Lima, Rade e
Bouhaddi (2010), Koroishi et al (2012) e Ribeiro (2015).
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onde k € 0 nimero de camadas do compdsito, {gﬁ,r € N*} sdo as variaveis ortogonais de medias zero, as fungdes

deterministicas dadas por fi(x) e f].(y) e os valores escalares 2, e A; sdo, respectivamente, os autovetores e

autovalores da funcéo de covariancia.
A resposta em frequéncia do sistema eletromecanico, de posse do circuito elétrico shunt e considerando-se as matrizes
estocasticas globais é mostrada na Eq. (15):
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Escolhendo-se primeiramente as fungdes de distribuicdo de probabilidades das variaveis incertas, o problema
estocastico dado pela Eq. (15) pode ser resolvido por meio do método MCS combinado com a amostragem por LHC.
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4. SIMULACOES

As simulacdes foram realizadas com uma viga engastada livre de composito contendo elemento piezelétrico acoplado
de circuito shunt resistivo como mostrado na figura a seguir. Observa-se pela figura que a viga de 0,306mde
comprimento foi discretizada em seis elementos finitos. Todas as dimensdes sdo dadas em metros. A estrutura composita,
a qual possui quatro camadas, todas com a mesma espessura, 0,002m , e também o PZT (Titanato Zirconato de Chumbo),

e a mesma largura, 0,0255m . A configuragio [O“ /90" /90° /0"] foi investigada para a direcéo das fibras do composito.

b)

— Sem shunt

~— Shunt resistive

1e-6)
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™
3
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Figure 1. a) Viga de composito em balango acoplado de PZT contendo circuito shunt; b) Funcéo de resposta em
frequéncia deterministica do primeiro modo da viga em balanco

As propriedades mecanicas e elétricas do composito e do PZTG1195 utilizados podem ser encontrados no trabalho de
Ribeiro (2015). O controle passivo de vibragdes da estrutura foi realizado na Fig 1b via shunt resistivo. O valor do resistor
foi calculado como sendo 6timo de acordo com o trabalho de Hagood e von Flotow (1991), cujo valor obtido foi de
R =96907,0042 . Pode-se observar que houve uma reducdo de aproximadamente 40dB no primeiro modo de vibrar da
estrutura utilizando-se do shunt resistivo.

Neste ponto do trabalho as variaveis de projeto que foram fatoradas das matrizes e o valor da resisténcia do circuito
foram modelados como campos estocasticos e discretizados via Karhunen-Loéve (KL). O dominio estocéstico foi
definido como sendo as dimensdes do elemento finito assim como varios trabalhos na literatura, como Ghanem e Spanos
(1991), De Lima, Rade e Bouhaddi (2010) e Koroishi et al (2012). Além disso, de acordo com a literatura, a partir de
quatro termos na expansédo da série de KL j& sdo suficientes para convergéncia. Dez termos foram entdo utilizados.

As simulacgdes foram divididas em dois conjuntos: o primeiro conjunto de simula¢es considerou apenas a resisténcia
do circuito shunt como sendo uma variavel aleatoria. Desta forma, o parametro resistivo foi considerado como incerto,
variando seu valor nominal, R =96907,00¢2, em cinco por cento (Fig. 2a), dez por cento (Fig. 2b), quinze por cento
(Fig. 2c) e vinte por cento (Fig. 2d). J& o segundo conjunto de simulag@es, considerou ndo somente a resisténcia como
sendo uma variavel aleatéria, mas também, as espessuras do compdsito e do PZT e os angulos de dire¢bes das fibras.
Desta forma, um maior nimero de varidveis foram tomadas como incertas neste segundo conjunto de simulag@es. Os
valores nominais de cada uma dessas varidveis foram variados em cinco por cento (Fig. 2e), dez por cento (Fig. 2f),
quinze por cento (Fig. 2g) e vinte por cento (Fig. 2h).

Em todas as simulagdes realizadas na Fig. 2 nota-se que com o aumento do nivel de dispersdo dos parametros
considerados como sendo incertos, aumenta-se também a variabilidade das FRFs, tornando maior o envelope das fungdes
de resposta em frequéncia estocasticas, aumentando-se o intervalo de confianca. Além disso, observa-se que a FRF média
estocastica (cor azul) encontra-se, em todos os casos, dentro do envelope formado pelas FRFs minimas (cor verde) e
maximas estocasticas (cor vermelha).
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Figure 2. Envelopes de fun¢des de resposta em frequéncia do sistema estocastico
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Nota-se pelas simulacBes da Fig. 2 que praticamente ndo houve mudancas nas respostas do sistema ao se adicionar
as varidveis estruturais como sendo também aleatdrias se comparadas com as simulagfes do primeiro conjunto onde
apenas a resisténcia foi considerada incerta. Observa-se também que o circuito passivo continuou a atenuar os niveis de
vibragdes mesmo nos piores casos, onde se inseriu 0 maior indice de incertezas em seus parametros (Fig. 2d e Fig. 2h).

5. CONCLUSOES

Foi possivel observar a grande capacidade de atenuacéo passiva dos niveis de vibragdes e ruidos dos circuitos shunt
resistivos. Observou-se também que a utilizagdo do circuito elétrico shunt resistivo acoplado a estrutura desloca a
frequéncia de ressonancia, se assemelhando aos resultados obtidos de sistemas amortecidos viscoelasticamente.

No sistema estocastico, foi possivel observar que, dentre as variaveis consideradas como aleatorias, inferiu-se que as
incertezas advindas da variabilidade da resisténcia do circuito, possuem maior influéncia na variabilidade e consequente
aumento do intervalo de confianca das FRFs da estrutura em comparagdo com as incertezas associadas a espessura das
camadas e aos angulos de direcBes das fibras. A baixa relevancia dos parametros da estrutura na variabilidade das
respostas do sistema amortecido passivamente via shunt resistivo pode ser explicada pelas pequenas dimensdes da viga
se comparadas com a ordem de grandeza da resisténcia do circuito. Salienta-se a robustez adicionada pelo circuito
resistivo ao ser acoplado a estrutura mais PZT, uma vez que, mesmo para 0s piores cenarios, inserindo-se a maxima
disperséo no valor da resisténcia, este circuito continua a realizar a atenuagdo dos niveis de vibrago do primeiro modo
de forma satisfatoria.
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8. ABSTRACT

This work is devoted to the stochastic finite element modeling of a composite structure containing piezoelectric
element coupled with a shunt resistive circuit with the aim of passive vibration attenuation. So, Stochastic Finite Element
Method is used to model the uncertain variables as Gaussian stochastic homogeneous fields and this fields are discretized
in accordance with the Karhunen-Loéve series expansion method. By intervening directly in the process of integration,
was possible to find the exact mass and stiffness matrices of the composite structure.
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