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Resumo. Este trabalho apresenta o método de obtengdo da solugdo analitica da temperatura para problema de trans-
feréncia de calor multicamada, ou seja a geometria analisada é composta por materiais de propriedades termofisicas
distintas. A obtengdo da solugdo analitica para problema de condugdo de calor multicamada requer procedimentos mais
elaborados que a solugdo de problemas de uma tinica camada, tanto para adequar a equagdo-solucdo em termos de
fungoes de Green (FG) quanto para o cdlculo dos autovalores. Portanto, objetiva-se, apresentar de uma forma diddtica

todos os cdlculos necessdrios, desde as autofuncoes até os autovalores para obtengdo da solucdo multicamada.
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1. INTRODUCAO

Especificamente, no ramo da engenharia mecénica dentre os fendmenos estudados estuda-se a transférencia de calor
por condugdo que se dd devido ao gradiente de temperatura em meio sélido e que pode ser modelado matematicamente
pela equag@o da difusdo.

As solugdes analiticas representam uma importante ferramenta para a solucio de problemas de engenharia, uma vez
que podem ser usadas para a validagdo de solucdes aproximadas, facilitam a andlise e o entendimento de problemas
fisicos Fernandes (2009), possibilitando fornecer informacdes precisas e rapidas sobre o comportamento das distribui¢des

de temperatura e fluxo de calor que podem ser dificeis de perceber a partir das solu¢des numéricas.
2. SOLUCAO ANALITICA

O problema de condug@o de calor 1D mostrado na Fig. 1, com duas camadas, é referenciado como X 2C'12 por (Haji-
Sheikh, 2014) e descrito pelas Eqgs. (1a)-(1d)

q(t)
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Figure 1. Problema térmico X2C12
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condigdes de continuidade

3T1 8T2
T =T ; —k = —ko— 1
pesp 2oy s 15 - 25 - (I¢)
e condicdo inicial
T1(x,0) = To(x,0) = F(x) =Tp (1d)
A solugdo para temperatura em cada regido ¢ é dada por
M Tj+1 torzit (2!
Ti(a,t) = { / Gij(x, tla’,0)Fy(2')da’ + oy / / Gij(x,tlx’,r)g](,f’ﬂdz’dr} @)
j:1 :Ej 0 ZL’J' J

onde z; < x < xj4q, paraj = 1,2,..., M, sdo os limites de cada camada, e, G,;(z, t|z’, 7) é a funcdo de Green para
problemas multicamadas.
Para M = 2, define-se duas camadas dadas pelos seguintes intervalos 0 < x < beb <z < L,sendox; =0,z2 = b

e x3 = L. Assim, tem as solugdes 73 e 15 definidas respectivamente pelas Eqgs. (3) e (4).

1(x,t) fozl/ / G11(z, t|2, T)gl( )dx'dTJrag/ / Gro(z, |2, T)gz(k )d "dr 3)

2

Ty(a, t)—al// G (2, 1], T)gl(k

Como a geragdo de calor é dada em um volume de espessura infinitesinal, g(x,t) = ¢(¢)d(x — 0), isto implica que ela

)dx’dT—i—ag/ / Goa(x, t|2, T)gQ( )d "dr 4)

1 k2

ocorre em x = 0, assim, g1 (z,t) = g(x,t) e g2(x, t) = 0, portanto a segunda parte das (3) e (4) sdo nulas.
A func¢do de Green G;; € dada por Haji-Sheikh and Beck (2002)

! —)\2 T 1
Gij(x,tla',7) Ze A7) X (2) X (), (5)

onde X, e X, sdo as autofungdes e \,, os autovalores.
E anorma N, é definida por

Tji+1 2 ,
Z / Xjn(en] d ©)

Portanto, considerando o problema com geracdo de calor em um volume de espessura infinitesimal, ou seja, em x = 0

e fluxo de calor nulo em = = 0, a solug@o para a temperatura se reduz para o intervalo [z1, za]:

o0 X n t o
Ty (z,t) = %Z Nl i e~ A=) / Xin(2)q(t)d(2" — 0)da'dr
n= x T1
t

o > Xln(ﬂﬂ)Xm(O)/ CAZ(t—7)
= Z N, q(t)e dr

n=1 0

(7
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e para o intervalo [xo, x3]:

Qg - Xon ‘ 2 (t—7) i / / /
To(z,t) = — Y e Xin(2)q(t)d(2" — 0)dz'dr
1

ki = N, (8)
o 1 Xon () X1,(0) /t CAZ(t—7)
= nzz:l N, ; q(t)e dr

As autofungdes X1 = X1, (x) e Xo = Xo,(2) s@o obtidas utilizando o método de separag@o de varidveis. Assim:
Tl(l‘,t) = X1($)F1 (t) e TQ(QL‘,t) = Xg(l‘)rg(t) (93)
Substituindo a Egs. (9a) em Eqgs. (1a) respectivamente tem-se

2X )\2 )\2
g 2+772X2:0 onde v ="— e n* = — (10)
Ox? o3 Qi

92X,

02 +’)/2X1 =0e

As solucdes para essas EDO’S s@o as autofuncdes que deseja-se obter:
X, = Acos(vyzx) + Bsen(yz) e Xo = Ccos(nz) + Dsen(nz) (11a)
A Egs. (11a) deve satisfazer a condi¢@o de contorno em x = 0, isto é

ox,|
Kk . =0 12)

=0

Substituindo a autofungdes X; Eq (11a) na Eq (12) e resolvendo a expressdo, obtem-se B = 0 e sem perda de

generalidade conclui-se que A = 1 (Ozisik, 1993). Em seguida, deve-se satisfazer as condigdes de contorno em z = b

8X1 aXQ
X =X ; —k1— = —ko—— 13
1l g—p 2l ' 50 - 25y - (13)
Substituindo X; e X2 na equagdo (13) segue-se
k
cos(yb) — Ccos(nb) — Dsen(nb) =0 e — (l;) (;;) sen(yb) + Csen(nb) — Dcos(nb) =0 (14)
2
A condicdo de contorno em = = L é definida como
0X
ko2 =0 (15)
or |,_,
Sustituindo X» na equagdo Eq. (15) as Egs., (14), (15) em forma matricial € definida por:
cos(7yb) cos(nb) sen(nb) L
—Ksen(yb)  sen(nb)  —cos(nd) C =10 jonde K = <k‘1> <Z> (16)
0 —nsen(nL) mncos(nL) D 0 ?

Resolvendo o sistema linear dado pela equacéo (16) os coeficientes C' e D sdo determinados e as autofun¢des é dada pela
Eq.(18)

C = cos(nb)cos(yb) + <2) (g) sen(yb)sen(nb) e D = cos(yb)sen(nb) — (Z;) (g) sen(yb)cos(nb) (17)
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X1 = cos(yx)

X, = [cos(nb)cos(vb) + (:;) (7> sen(vb)sen(nb)} cos(nz) (18)

n
+ [cas(ﬂyb)sen(nb) - (Z;) @) sen(vb)cos(nb)] sen(nz)

Portanto, para obtencdo da solugdo de temperatura basta substituir as autofungdes nas equacdes Eq. (7) e Eq. (4)

Para obten¢do dos autovalores utiliza-se a equag¢do Eq. (16). Nesse caso, os autovalores sao obtidos numericamente,

pois trata-se de uma equacao transcendental.

cos(yb) cos(nb) sen(nb)
—Ksen(yb)  sen(nb)  —cos(nb) | =0 e tan(yb) = —Ktan[n(b— L)] (19)
0 —nsen(nL) mncos(nL)

A solucgdo da equagdo Eq. (19) é obtida por aproximacdes assintoticas.

A solucdo das Eqs. (7)-(4) pode ser representada graficamente como mostra a Fig. 2 considerando fluxo de calor
prescrito igual 4 x 10° [W/m?], Ty = 0 [°C], L =5x 1072 [m], b= L/2 [m], a; = 18,8 x 1075, ap = 117 x 1076,
k1 = 64 [W/mk] e ko = 401 [WW/mk].
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Figure 2. Comprimento versus Temperatura considerando trés tempos constantes.

3. CONCLUSAO

Todos os procedimentos necessdrios para obtengcdo dos autovalores e das autofung¢des foram apresentados e assim

obteve a solugdo de temperatura com duas camadas.
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