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Resumo. Problemas térmicos que envolvem fontes moveis ocorrem em diversas aplicacbes de engenharia, tais como
processos de soldagem, fornos de tratamento térmico e outros tratamentos. Normalmente, nestes casos, a formulacdo
precisa de solugdo numérica devido a alta complexidade da equacdo de difusdo de calor incluindo termos convectivos.
Este artigo propde uma andlise matemdtica e solugcdo analitica de um modelo térmico transiente 1D baseado em fungdes

de Green, considerando um solido se movendo a uma velocidade constante ao longo de uma coordenada cartesiana.
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1. INTRODUCAO

Diversas situagdes fisicas ou processos podem ser analisados a partir da obten¢do do campo de temperatura em um
sdlido exposto a vdrias formas de aquecimento, fixo ou mdvel. por exemplo um laser mével aquecendo a superficie de
um sélido Araya and Gutierrez (2006), processo de soldagem por friccio Mohammad et al. (2013) e até uma andlise de
performance computacional envolvendo obtencdo de propriedades termofisicas em problemas inversos em condugéo de
calor Fernandes et al. (2010).

A motivacdo para a realizacdo deste trabalho € devido as poucas solucdes analiticas existentes com fontes em movi-
mento na literatura, dada a complexidade matematica, solu¢des analiticas sdo normalmente obtidas com hipéteses simpli-
ficadas e restritivas. este trabalho apresentard uma andlise matematica e metodologia para obtencdo de solugdo analitica

de um problema 1D transiente em um s6lido mével aquecido por uma fonte de calor.
2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O modelo matematico 1D que descreve a condugéo de calor em um sélido aquecido por uma fonte mével é:

k% = pcp(ai + Va—T)

ot Ox M

onde V' € a velocidade do sdlido na direcdo positiva atravéz de um volume de controle fixo, as condi¢des de contorno de
primeiro tipo sdo dadas por:

T0,t) = Ty,

2

e os contornos de segundo e terceiro tipo sao:

—k2r = ha1[Too — T(0,8)] + a1,
2; - 1 (0,8)] + gs1 4
ke _, = hao[T(L,t) — Too| + Ga2,
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e a condigdo inicial:
T(z,0) = F(x). 4)

Para o caso 1D com fluxo de calor em x = 0 € necessdrio uma mudancga de varidvel, devido a dificuldade de inter-
pretacdo geométrica do problema, consideraremos uma geragio interna constante g,(t) = constante em uma posicao
qualquer entre 0 < = < L e variagdo espacial sendo uma funcdo delta de Dirac tomando a forma g, (t) = g,(t)6(z — vt),
neste ponto o termo de geracao se movimenta juntamente com o dominio, o que ndo € interessante, entdo € necessdrio uma
mudanga no sistema de coordenada para que a geracdo se torne fixa atravéz da movimentacao do eixo, entdo introduzimos
uma nova varidvel definida por ¢ = 2 — vt, como sugere Ozisik (1993):

deste modo a Eq.(1) tomar4 a forma:

’T 1 oT oT
k——s + — t) = — — 5
sob as condi¢des de contorno de primeiro tipo:
T0,t) = Te, (6)
T(L,t) = Te, (N
e os contornos de segundo e terceiro tipo sdo:
oT
—k— = halTe —T(0,t , 8
0¢ LZO a1l (0,8)] + a1 ®)
oT
kS| = hall(L,0) - Tu) + g, 9
o€ le_1 e2[T(L,1) |+ de2 ©)
e a condi¢do inicial:
T(£,0) = F(&). (10)

Para aplicarmos o método de func¢des de Green e obtermos a solucdo analitica deste tipo de problema realizamos uma
mudanga de varidvel em 7', e entdo buscaremos solu¢do para um problema auxiliar W e por fim retornarmos ao problema

original, para isso utilizamos a relacdo e;ch(ﬁ — V—zt), entdo T serd calculado fazendo T'(&,t) = W (¢, t)emp(% —

2« 4o
V2t
da )

Na varidvel W, temos o seguinte problema:

k

i (5 ) =o't

— + —g,0(§ — O)ex = pcp——o, 11

8§2+kgp(£ Jexp Ppat (1
note a auséncia do termo de velocidade em Eq.(11), que foi transferido para os contornos devido a mudanga de varidvel.
De maneira similar, realiza-se a mudanga de varidvel para as condi¢gdes de contorno, observe que contornos de segundo

tipo se tornam de terceiro tipo, os demais permanecem 0S mesmos.
3. RESULTADOS

Nessa secdo serd apresentada a solugdo analitica unidimensional para o modelo particular £11, onde as temperaturas
inicial e de contornos sdo conhecidas e nulas, se movendo na diregdo positiva do eixo £ a uma velocidade constante V' =
0.0005m/s, onde k = 80.2W/mK, a = 23.1 x 107m? /s e L = 0.1m sob uma geracdo interna de g, = 1 x 10°W/m?
fixa no ponto £ = P = 0.02m.
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Figura 1. Problema £11.

A equagdo na varidvel W que modela este caso € dado por:

*Pw 1 Ve V3 1 0W
PW L yi(e — Pheap(LE - 120y _ 1O, 12
08> i P (€ Jewp 20 4« a Ot (12)
sob as condi¢gdes de contorno:
w(,t) = 0, (13)
W(Lt) = 0, (14)
e a condig¢fo inicial
W(€,0) = 0. (15)
Deste modo a solugdo por funcdes de Green para o problema é dada por:
fl V2
=2 [ cene e - Pen(he - ST )acar (16)
T=0J¢'=
A funcdo de Green caracteristica do problema pode ser facilmente encontrada em (Beck ef al., 1992, p.584) e tem a
forma:
2 t— !
e = 2 35 o - T (7 () ™

Substituindo a Eq.(17) na Eq.(16) e utilizando a propriedade:

/F(m)é(m—a)d;v = F(a), (18)
nos resta calcular:
W6t = [ e g 3 () w
sm( EP ) Gp€TP ( Z{f — %) dr. (20)
Deste modo € solucdo na varidvel W a solu¢do € dada por:
et - B S (e () (P
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Assim:

2
ve VvV t), 22)

T(g,t) = W heap( 5> = =

€ solugdo para o problema.
4. CONCLUSAO

A Fig(a) ilustra graficamente a solu¢do analitica para o problema dada na Eq.(22), podemos observar a resposta
de temperatura devido a geracao de calor fixa imposta, como foi proposto, a uma velocidade constante. note o efeito na
temperatura causada pela velocidade de movimentacio do sélido ao longo de do eixo £ positivo, observe o comportamento
térmico utilizando a mesma solugdo mas com velocidade zero, Fig(b), neste caso o problema {11 mével se reduz a um

problema fixo, contudo neste problema o cdlculo € feito na varidvel T'.
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(a) Fonte mével de calor a uma velocidade v = 0.0005m/ s (b) Fonte de calor fixa no ponto P = 0.02m
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