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Resumo: A escolha do esquema numérico, para a caracterizagdo do termo advectivo das equagdes de Navier-
Stokes, tem relagdo direta com a qualidade da representa¢do do fendmeno estudado. Sabe-se, por exemplo,
que o esquema upwind € estdvel e incondicionalmente livre de oscilacoes. Porém, este esquema induz um
alto nivel de falsa difusao. Por outro lado, esquemas de ordem elevada, tais como diferencas centradas e quick,
tendem a gerar resultados oscilatorios com o aumento da importancia dos efeitos advectivos, quando relacionados
com o papel da difusao. Tais oscilagoes podem levar a instabilidades de execucao, além da geracdo de valores
fisicamente impossiveis. Neste ambito, o presente trabalho visa a apresentacao de alguns destes esquemas, bem
como a introducdo da metodologia TVD (total variation diminishing), que consiste na adequagdo de esquemas
de ordens superiores para a eliminacao de oscilagoes indesejdveis. A aplicacdo destes em problemas conhecidos
da literatura, com posterior comparacao dos resultados obtidos também faz parte do escopo deste trabalho, que
traz interessantes resultados com a aplica¢do da metodologia TVD em um caso de avecgao pura.
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1. INTRODUCAO

A escolha do esquema numérico, para a caracterizacao do termo advectivo das equacoes de Navier-Stokes,
tem relagao direta com a qualidade da representacao do fenomeno estudado. Sabe-se, por exemplo, que o
esquema upwind é estavel e incondicionalmente livre de oscilagoes. Porém, este esquema induz um alto nivel de
falsa difusao, principalmente se a resultante das velocidades nao apresentar-se de foma paralela ou perpendicular
a malha de célculo utilizada.

Por outro lado, esquemas de ordem elevada, tais como diferencas centradas e quick, tendem a gerar resultados
oscilatorios com o aumento da importancia dos efeitos advectivos, quando relacionados com o papel da difusao.
Tais oscilagoes podem levar a instabilidades de execugao, além da geragao de valores fisicamente impossiveis, tais
como energia cinética turbulenta negativa ou fragoes massicas superiores a unidade e inferiores a zero, dentre
outros.

Neste ambito, o presente trabalho visa estudar diferentes esquemas numéricos, de forma a definir a melhor
alternativa para a remocao desta tao indesejada situagao.

2. MODELO MATEMATICO

O estudo supracitado fora realizado a partir de dois problemas conhecidos da literatura: advecgao-difusao e
adveccao pura. Os modelos mateméaticos para a caracterizacao dos mesmos, bem como a descricao dos esquemas
numéricos utilizados no presente trabalho estao dispostos nas se¢oes que se seguem.

2.1 Adveccio-difusao

A equagdo de transporte para a conservagao de uma propriedade ¢, em sua forma unidimensional, permanente
e representando os efeitos de advecgao-difusao, é apresentada a seguir:

o) = o (1) m

Aplicando-se a metodologia de volumes finitos, para a resolugdo da equagdo anterior, obtém-se o seguinte
resultado:

(puAd). — (puAd), = (Mjﬁ)e - (Mfﬁ) 2)
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no qual os subscritos e e w denotam valores para a variavel ¢ nas faces do dominio computacional, os quais sao
desconhecidos.

Considerando F' = pu e D = I'/dz, bem como uma interpolagdo linear para o termo difusivo, a equagdo
anterior é reescrita na forma:

Fe¢e_Fw¢w :De(¢E_¢P)_Dw(¢P_¢W)7 (3)

que simplifica este problema para a determinagao das varidveis ¢, e ¢,,, j& que os subscritos FE, P e W dizem
respeito a variaveis conhecidas, localizadas nos centros dos volumes de controle.

2.2 Advecgao pura

Uma anadlise interessante de aplicagao de esquemas numéricos para a representacao do termo advectivo das
equagoes de Navier-Stokes, pode ser realizada através do estudo de um caso do tipo advecgdo pura. Nesta
situagao, os efeitos advectivos apresentam-se infinitamente mais pronunciados do que os difusivos, desta forma,
a equagao de transporte para a conservagao da propriedade ¢ em um dominio bidimensional, apés a aplicagao
da metodologia de volumes finitos, é definida como sendo:

Fe¢e_Fw¢w+Fn¢n_Fs¢s:0- (4)

Desta maneira, o problema em questao é simplificado & determinagao das varidveis ¢¢, ¢, On € Os.

A determinacao de tais varidveis, contemplando os dois problemas apresentados anteriormente, é realizada
a partir de esquemas numéricos para a aproximagcao de tais indeterminacoes. Algumas das aproximagoes mais
utilizadas sao detalhadas a seguir, apenas para uma das diregoes.

e Upwind:

¢ = max(Fe,0)¢p + min(Fe,0)¢pg P = maz(Fw,0)éw + min(Fw,0)dp. (5)

o Centered differences scheme (CDS):

O+ op
o 2
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e Quadratic upstream interpolation for convective kinetics (QUICK):
6 3 1 _ 6 3 1
pe = mazx(Fe,0) <8¢P + §¢E - 8¢>W) +min(Fe,0) <8¢E + §¢P - 8¢EE>

b = maz(Fuw, 0) (Zw + 200 ;¢WW) + min(Fw,0) (Z@a ¥ 2w ;¢E) 7)

2.3 Total variation diminishing - TVD

O conceito do TVD foi desenvolvido como uma generalizacao para os esquemas numéricos de ordens su-
periores, a partir de uma derivacdo do esquema upwind. Tal generalizacao fora, entdo, descrita como sendo:

6o = bp + 3 () (05 — 0p), ®)

com ¥(r) = 0 representando o esquema upwind, ¥(r) = 1 para CDS e ¥U(r) = (3 + r)/4 denotando o esquema
QUICK, no qual 7 = (¢p — dw)/(¢r — ép).

Em resumo, o principio de desenvolvimento de um esquema TVD consiste na introdugao de uma modificagao
nos esquemas supracitados, de forma a restringir a faixa de possiveis valores a serem obtidos para as variaveis ¢.
Tal restri¢do é realizada por ¥(r), denominada de fungao limitadora de fluxo. Como consequéncia, os esquemas
passam a satisfazer todos os requisitos necessarios de transporte, conservagao e estabilidade. Algumas das mais
populares fungoes limitadoras encontradas na literatura sao apresentadas na Tab. 1, disposta a seguir.
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Tabela 1. Fungoes limitadoras

Nome Fungao limitadora W(r) Fonte

Van Leer rtlrl van Leer (1974)
147
T+ 12

Van Albada | —— van Albada et al. (1982)
1+ E'Z )

. min(r,1) ser >0

Min-Mod 0 ser <0 Roe (1985)

SUPERBEE | max[0, min(2r,1), min(r,2)] | Roe (1985)

QUICK mazx[0, min(2r, (3 +1)/4,2)] | Leonard (1988)

Na secao seguinte, os resultados obtidos com a utilizacao dos esquemas numéricos supracitados sao apresen-
tados e discutidos.

3. RESULTADOS

Os resultados apresentados na Fig. 1, disposta a seguir, representam a implementagao de diferentes esquemas
numeéricos no calculo de um problema do tipo adveccao-difusao.

a o a o a o
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X X X
(a) Upwind (b) CDS (¢) QUICK
Figura 1. Comparativo entre diferentes esquemas numéricos em um caso de advecgao-difusao.

O solugao exata — solucao numérica

A anélise dos resultados apresentados sugere que o esquema upwind é capaz de caracterizar o problema em
questao de forma satisfatéria. A utilizagao de diferencas centradas acarretou na geragao de valores superestima-
dos da solugao desejada, comportamento similar ao observado com a aplicagao do esquema QUICK. Entretanto,
o ultimo apresenta uma maior acuracia quando comparado com o outro esquema de segunda ordem. Tal situagao
se deve, principalmente, ao fato do QUICK apresentar caracteristicas de transporte do upwind.

Os esquemas upwind e quick foram, entdo, aplicados em um caso do tipo advecgao pura, em que os efeitos
dos mesmos se tornam mais pronunciados. Os resultados obtidos sao dispostos na Fig. 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 06 0.8

(a) =0,5m (b) upwind (¢) QUICK
Figura 2. Comparativo entre os esquemas upwind e QUICK em um caso de adveccao pura.
[J solugao exata - - - upwind — quick.

A anélise da Fig. 2 permite observar que o esquema upwind produz resultados mais dissipativos do que
aqueles obtidos com QUICK. Tal resultado caracteriza a falsa difusao, gerada quando o escoamento nao encontra-
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se alinhado com as linhas da malha de cédlculo. O esquema QUICK, por sua vez, produz superestimagoes e
subestimacoes de valores, que nao sao esperados nesta situagao.

Com o intuito de eliminar tais oscilagdes obtidas com o esquema QUICK, a fun¢éo limitadora de van Albada
et al. (1982) fora adicionada ao referido esquema e comparada com os resultados anteriores. Os resultados
obtidos encontram-se na Fig. 3.

Figura 3. Comparativo entre os esquemas upwind, QUICK e QUICK com func¢ao limitadora de van Albada,
em um caso de advecgdo pura. [ solugédo exata - - - upwind - - - QUICK — QUICK com Van Albada

A solugéo proposta por van Albada et al. (1982) é bem menos difusiva do que o esquema upwind, além de
ser tao préxima da solugao exata quanto o esquema QUICK. Além do mais, nao apresenta qualquer sub ou
superestimacao, diferentemente do que fora observado com a implementagao pura do esquema QUICK.

4. CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo o estudo de diferentes esquemas numéricos, para definir a melhor
alternativa para a caracterizacao de escoamentos turbulentos reativos ou inertes. Dentre os modelos estudados,
o esquema QUICK foi aquele que mais se adequou ao problema estudado, por ser menos difusivo do que o
upwind e por resultar em uma maior acuracia, quando comparado com diferencas centradas.

Entretanto, o referido esquema também é caracterizado por sub e superestimagoes de valores para a variavel
de estudo, caracteristica que fora contornada com a aplicagao de fungoes limitadoras.
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