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Resumo. As máquinas de medir por coordenadas apresentam-se como alternativas eficazes em aplicações industriais 

de controle dimensional e geométrico de peças. No entanto, quando não é feita a correta seleção do método de ajuste 

da geometria substituta do mensurando, no programa computacional dedicado à máquina, os resultados obtidos 

podem não ser adequados. Este trabalho apresenta uma revisão bibliográfica sobre os principais métodos de ajuste 

implementados nos programas computacionais dedicados às MMCs para determinação das geometrias substitutas, 

particularmente na medição do diâmetro e do desvio de circularidade. Os métodos apresentados são: mínimos 

quadrados, mínima zona, máximo inscrito e mínimo circunscrito. Conclui-se que há uma carência evidente na 

literatura quanto às limitações e aplicabilidade de cada um dos métodos de ajuste. 
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1. INTRODUÇÃO 
 

O caráter global das relações comerciais, a competitividade e a busca por maiores parcelas no mercado levaram os 

países a investirem na procura de novas tecnologias, com o objetivo de aumentar a produtividade e a qualidade dos 

produtos. Como consequência, máquinas modernas de usinagem e inovação nos processos de fabricação foram 

incorporadas gradativamente ao mundo industrializado, onde os produtos são fabricados com tolerâncias cada vez mais 

estreitas e em maiores quantidades. Assim, surgiu a necessidade de integrar a estes sistemas meios de controle de 

qualidade mais rápidos, precisos, flexíveis e confiáveis. 

Neste sentido, as máquinas de medir por coordenadas (MMCs) representam o que de mais avançado há em sistemas 

de medição utilizados no campo da metrologia moderna para efetuar o controle dimensional e geométrico de peças. 

Estas máquinas representam fisicamente um sistema de coordenadas cartesiano, em que pontos discretos são apalpados 

na superfície da peça por meio de um sensor. Um programa computacional dedicado armazena as coordenadas X, Y e Z 

destes pontos e, a partir delas, determina as geometrias substitutas (reta, plano, círculo, cilindro, cone, esfera, entre 

outras) por meio de diferentes métodos de ajuste, sendo os mais utilizados: mínimos quadrados, mínimo circunscrito, 

máximo inscrito e mínima zona (Phillips, 2011; Shakarji, 2011). 

Este trabalho apresenta uma revisão bibliográfica sobre os principais métodos de ajuste implementados nos programas 

computacionais dedicados às MMCs para determinação das geometrias substitutas, particularmente na medição do 

diâmetro e do desvio de circularidade. Com isto, busca-se contribuir para a adequada seleção dos mesmos. 

 

2. MÉTODOS DE AJUSTE NA MEDIÇÃO COM MMC DE DIÂMETRO E DESVIO DE CIRCULARIDADE 

 

Na medição do diâmetro e do desvio de circularidade, para a obtenção da geometria substituta é necessário ajustar 

um círculo aos n pontos apalpados na superfície da peça. Para tal, podem ser utilizados os seguintes métodos (Fig.1a-d): 

• Círculo por mínimos quadrados (LSC – least squares circle): consiste em calcular as coordenadas do centro de uma 

circunferência, de tal modo que a soma dos quadrados das distâncias dos pontos amostrados até a circunferência seja 

mínimo. 

• Círculo por mínima zona (MZC – minimum zone circle): determina dois círculos concêntricos, com a menor 

distância radial, que limitam todos os pontos apalpados. 

• Círculo mínimo circunscrito (MCC – minimum circunscribed circle): determina o menor círculo que pode ser 

ajustado pelos três pontos apalpados mais distantes do centro da circunferência. 

• Círculo máximo inscrito (MIC – maximum inscribed circle): determina o maior círculo que pode ser ajustado pelos 

três pontos apalpados que apresentam a menor distância do centro da circunferência. 

Nas últimas décadas, muitos pesquisadores têm desenvolvido diferentes algoritmos para calcular o desvio de 

circularidade pelos métodos de ajuste por mínimos quadrados, mínimo circunscrito, máximo inscrito e mínima zona 

(Murthy, 1986; Chou, Woo, Pollock, 1994; Samuel, Shunmugam, 2000; Huang, 2001; Zhu, Ding, Xiong, 2003; 

Shakarji, 2004; Wen, Xia, Zhao, 2006; Goch, Lübke, 2008; Xiuming, Zhaoyao, 2009; Gadelmawla, 2010; Sui, Zhang, 

2012; Feng et al., 2013; Zhang et al., 2013). Neste sentido, Weckenmann et al. (1995) destacam que a simples diferença 

de utilizar um ou outro algoritmo pode decorrer num erro da mesma ordem de grandeza que o erro de medição da 

própria MMC. 
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(c) MIC 
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Figura 1. Círculo ajustado por (a) mínimos quadrados; (b) mínima zona; 

(c) máximo inscrito e (d) mínimo circunscrito. 

 

É importante ressaltar que os diferentes métodos de ajuste produzem resultados consideravelmente distintos, 

principalmente quando se medem peças que apresentam desvios de forma significativos (Phillips, 2011). Entretanto, o 

uso do método dos mínimos quadrados é o mais difundido, uma vez que, por ser matematicamente mais simples, não 

necessita de recursos computacionais avançados para sua implementação, além de apresentar baixa sensibilidade à 

presença de pontos extremos (outliers) e ser aplicável para qualquer geometria. Porém, ao longo dos anos foram 

identificados problemas graves com o desempenho deste método, uma vez que em muitas aplicações práticas não 

fornece resultados adequados (Walker, 1988; Hopp, 1993; Phillips, 2011; Shakarji, 2011). 

De acordo com Weckenmann et al. (1995), o método de mínimos quadrados começou a ser utilizados na medição 

por coordenadas para compensar os erros aleatórios da MMC. Porém, atualmente, os erros aleatórios de medição são 

muito menores que os erros de forma das peças medidas. Assim, o uso deste método pode derivar em um ajuste 

inadmissível dos desvios de forma da peça medida. 

Yau e Menq (1996) destacam que mesmo sendo este método geralmente aceito e utilizado existem algumas 

deficiências em sua aplicação. Primeiramente, o desenvolvimento de um algoritmo de mínimos quadrados é específico 

para uma dada característica geométrica. Assim, por exemplo, as equações matemáticas utilizadas para o ajuste de um 

círculo são muito diferentes daquelas usadas no ajuste de um cilindro. Em segundo lugar, a maioria dos algoritmos de 

mínimos quadrados emprega linearização e/ou aproximação, de modo que as soluções podem ser obtidas por resolução 

de equações lineares, o que impõe restrições sobre a aplicação do algoritmo. Os autores chamam a atenção também para 

o fato de que a maioria dos fabricantes de MMC implementam seus próprios algoritmos de mínimos quadrados, e 

informações sobre os seus pressupostos e limitações geralmente não estão disponíveis. 

Ao contrário do que acontece na aplicação do método de mínimos quadrados, as geometrias substitutas criadas pelos 

métodos mínimo circunscrito (MCC), máximo inscrito (MIC) e mínima zona (MZC) são estabelecidas a partir de um 

número pequeno de pontos extremos. O método MCC é mais adequado para ajuste de geometrias externas, como por 

exemplo, eixos; por sua vez, o método MIC é mais apropriado para ajuste de geometrias internas, como furos. 

No caso particular de determinação do desvio de circularidade, o método MZC é aquele em conformidade com a 

norma ISO 1101 (2012), que define a circularidade como a distância “t” entre dois círculos concêntricos que contém o 

perfil adquirido, de maneira que a distância radial entre eles seja mínima (Fig. 2). 

 

 
 

Figura 2. Representação do desvio de circularidade. 

 

Desta forma, o desvio de circularidade D pode ser determinado pela Eq. (1), onde R é o raio do menor círculo 

circunscrito e r o raio do maior círculo inscrito. 

 

D = R – r                                                                                                                                                                      (1) 
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Em trabalho recente, Rosa, Valdés e Pereira (2014a) avaliaram o desempenho dos métodos de ajuste implementados 

no programa computacional de uma máquina de medir por coordenadas, na medição do diâmetro de peças de alumínio 

torneadas. Os resultados obtidos (Fig. 3) mostraram que os maiores valores de diâmetros foram fornecidos pelo método 

de ajuste MCC, e os menores valores pelo MIC. Isto porque, para ambos os métodos, a presença de outliers afeta o 

valor da característica ajustada, concordando com o princípio matemático destes métodos. Por outro lado, como os 

métodos LSC e MZC possuem baixa sensibilidade à outliers, estes apresentaram valores de diâmetro intermediários 

quando comparados como o MCC e o MIC. Ainda, observou-se que a diferença entre os valores de diâmetros 

fornecidos pelos diferentes métodos de ajuste foi considerável, sendo que a maior diferença entre os métodos MCC e 

MIC foi de 94 µm para a peça 1, de 86 µm para a peça 2 e de 44 µm para a peça 3. Porém, os métodos LSC e MZC 

forneceram valores muito similares. 

 

 
Figura 3. Valores de diâmetros de peças obtidos em uma MMC 

usando diferentes métodos de ajuste (Rosa; Pereira; Valdés, 2014a). 

 

Rosa, Valdés, Pereira (2014b) também avaliaram o desempenho dos métodos de ajuste na medição do desvio de 

circularidade. Para tanto, esta característica foi medida em peças fabricadas com diferentes níveis de exatidão. A Fig. 4 

apresenta os valores de desvios de circularidade obtidos nas medições. A diferença entre os resultados fornecidos pelos 

quatro métodos de ajuste avaliados é mais evidente à medida que o desvio de circularidade das peças torna-se maior. 

Ainda, observa-se baixa precisão dos resultados, expressa por meio das barras de erros para 68,27% de confiabilidade. 

 

 
Figura 4. Valores de desvio de circularidade de peças obtidos em uma MMC 

usando diferentes métodos de ajuste (Rosa; Pereira; Valdés, 2014b). 
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3. CONCLUSÕES 

 

Embora os diferentes métodos de ajuste tenham sido tema de pesquisa de diversos trabalhos encontrados na 

literatura, principalmente no que tange ao desenvolvimento de novos algoritmos, há uma carência evidente quanto às 

limitações e aplicabilidade de cada um dos métodos de ajuste. Portanto, faz-se necessário efetuar pesquisas neste 

sentido, visando orientar os operadores de MMCs na escolha do método mais adequado para uma determinada 

aplicação. 
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