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Resumo. A descricdo e a solucdo de sistemas lineares sdo de grande importdncia nas dreas da engenharia e da ciéncias
aplicadas e geralmente tais sistemas possuem alta dimensdo o que dificulta encontrar sua solucdo algebricamente. Nestes
casos é comum o uso de métodos iterativos para resolver o sistema. No entanto, quando a matriz dos coeficientes é ndo
simétrica ou ndo definida positiva os métodos iterativos costumam perder sua eficiéncia. O objetivo deste trabalho é ava-
liar o método de otimizagdo Evolugdo Diferencial Melhorada implementada em paralelo como mais uma ferramenta para
se encontrar a solugdo de grandes sistemas lineares. Foram feitos testes em quatro matrizes, os resultados encontrados
sdo resumidos em tabelas e é feita uma breve consideracdo sobre os resultados obtidos.
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1. INTRODUCAO

Segundo Leon (2011), mais de 75% dos problemas matemdticos encontrados em aplica¢des cientificas e industriais
envolvem a resolugéo de sistemas lineares em algum estdgio. Estes sistemas podem ser simples, com poucas varidveis e
equagdes mas também podem ser complexos, grandes e esparsos.

De forma geral os sistemas lineares podem ser resolvidos pelos métodos diretos e indiretos. Os métodos diretos sdo
aqueles que ap6s um ndmero finito e bem determinado de operagdes obtém-se a solugc@o exata, a menos de erros de
arredondamento, de um sistema linear. Estes métodos necessitam modificar a matriz dos coeficientes original, assim caso
esta matriz seja esparsa estes métodos podem destruir sua esparsidade, no todo ou em parte.

Os métodos indiretos ou iterativos, sdo aqueles que a partir de uma aproximagao inicial obtém- se a soluc¢do aproxi-
mada de um sistema linear por meio de um processo iterativo. Assim, a solucdo aproximada depende de uma tolerancia
pré-fixada.

Os métodos iterativos sdo classificados em estaciondrios e ndo-estaciondrios. Os métodos estaciondrios sdo aqueles
em que cada aproximante € obtido do anterior sempre pelo mesmo processo. Nos métodos ndo-estaciondrios a matriz
de iterag@o ndo é constante e por isso a cada iteragdo procuram-se obter a melhor aproximacio a solucdo de acordo com
certas restri¢des e utilizando informacdes das iteragdes anteriores.

Os métodos iterativos s@o classificados em estacionarios e ndo-estaciondrios. Os métodos estaciondrios sdo aqueles
em que cada solugdo aproximante € obtida a partir da solug¢do anterior aplicando sempre pelo mesmo processo, ou seja,
os operadores matriciais sdo constantes para todas as iteragdes. Nos métodos ndo-estaciondrios a matriz de iteragdo nao é
constante e por isso a cada iteracdo procura-se obter a melhor aproximacgdo da solucdo de acordo com certas restricdes e
utilizando informagdes das iteragdes anteriores. Estes métodos se baseiam na teoria de minimizag@o, assim procura-se o
minimo caminhando em uma dire¢fio de busca bem definida.

Existem algumas técnicas utilizadas nos métodos iterativos para acelerar a convergéncia. Por exemplo, pode-se citar
o pré-condicionamento, que consiste em determinar uma matriz ndo singular, de forma que o novo sistema possua uma
taxa de convergéncia maior.

Um sistema de equagdes lineares € uma coleg@o finita de varidveis e equagdes lineares (todas nas mesmas varidveis),
consideradas em conjunto e normalmente apresentadas na forma:

Ax" =D, (D

onde A € R™" ¢ a matriz dos coeficientes, b € R" é o vetor independente e x* é o vetor das incégnitas ou vetor solugéo,
a ser determinado. Esta equacdo pode ser reestruturada como

r(x) =b—Ax, )
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na qual o vetor solugdo x* foi substituido por um vetor genérico X, assim havera um vetor residuo r(x). Evidentemente,
quando x = x* o residuo serd nulo, r(x) =0. Aplicando as regras de linearidade, percebe-se que o residuo r(x) é linear em
X e, portanto infinitamente diferencidvel, ou seja, r(x) € C*(R").

A metodologia utilizada consiste em definir um funcional quadrético da seguinte maneira (Purcina, 2010):

1
F(x) = ExTAxb —x'b 3)

cujo gradiente é
dF
6= g b= iy @

e cuja matriz Hessiana é

2 X
H(x):dF():A (5)

dx?

Tendo obtido o gradiente e a Hessiana da funcio F(x), pode-se utilizar os métodos de otimiza¢do para obter a posi¢do
x* e o valor de F(x*) no ponto de minimo. Note-se que no ponto de minimo g(x) = 0 e, portanto r(x) = 0 e Ax*-b =
0. Portanto a computacio do ponto de minimo do funcional F(x), equacéo (3), corresponde a solugdo do sistema linear,
equacdo (1).

A matriz Hessiana (H) que no caso € a prépria matriz dos coeficientes (A) deverd ser positiva definida, para atender
a segunda condicdo necessdria para a ocorréncia de um minimo forte em dada posi¢do; deverd também ser simétrica, ou
seja,

_d’F(x)  d*F(x)

Hij(x) = = =
J (X) dx,-dxj dxjdx,-

Hy) ©®)

Desta forma, a maioria dos métodos de solugdo de sistemas lineares, utilizando metodologia de minimizacao, trata
apenas de sistemas lineares onde a matriz dos coeficientes € simétrica e positiva definida.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método pratico para encontrar a solu¢do de sistemas lineares sem se pre-
ocupar com as caracteristicas da matriz de coeficientes. Assim, este método possibilita a sua utilizacdo mesmo quando
a matriz dos coeficientes ndo é simétrica e nem positiva definida. Além disso, ndo serd necessaria a utilizagdo de pré-
condicionadores para adequar o sistema aos métodos tradicionais. A proposta é utilizar o método da Evolucdo Diferencial
Melhorada implementada em computacao paralela para obter a solug@o de sistemas lineares de ordem elevada.

2. EVOLUCAO DIFERENCIAL MELHORADA IMPLEMENTADA EM COMPUTACAO PARALELA

O algoritmo da Evolucdo Diferencial Melhorada (EDM) proposto é uma combinagdo dos métodos Evolucdo com
Conjuntos Embaralhados (ECE) e Evolugéo Diferencial (ED).

A EDM inicia-se como o algoritmo usual da ED por criar uma populagdo de individuos amostrados aleatoriamente
a partir da regido vidvel usando distribuicdo de probabilidade uniforme. A populacdo é entdo classificada em ordem
crescente de valores da funcdo objetivo e particionada em diversos conjuntos. Cada conjunto independentemente executa
a ED. Na etapa da evolucdo, os conjuntos sdo obrigados a se misturar e os pontos s@o realocados para garantir a troca de
informacgdes.

O algoritmo EDM ¢ entdo implementado em paralelo em C++ seguindo o principio de que grandes problemas ge-
ralmente podem ser divididos em problemas menores. O fluxograma do Método de Otimiza¢do Evolugdo Diferencial
Melhorada implementada em paralelo pode ser visto na Figura (1).

3. SIMULACOES NUMERICAS

Afim de testar a eficiéncia do método de otimizacio EDM implementado em paralelo para resolver grandes sistemas
lineares serd utilizados matrizes testes A, tri-diagonais, com dimensio n x n, definidas a seguir:

n/n sei=j+1 2/n sei=j+1

Al =A(i,j) = 4/n sei=j A2=A(i,j) =1 4/n sei=j
(m—1)/n sej=i+1 I/n sej=i+1
(1+m)/n sei=j+1 I/n sei=j+1

A3 =A(,j) = 4/n sei=j Ad=A(i,j)=< 4/n sei=j

(I+4m)/n sej=i+1 I/n sej=i+1
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Definigcdo dos pardmetros da ED
( tamanho da populagdo, método de selegdo
e cruzamento, taxa de perturbagdo, etc.)

J

Criacdo da populagdo inicial
randomicamente distribuida no
espaco de trabalho

}

Divide a populacdo em k subpopulagdes 5,
—> | (k é um nimero inteiro menor ou igual ao nimero
de processadores disponiveis)

T l, Em cada subpopulagdo Sk

— | Avaliagdo da funcdo objetivo

J

Aplica-se as operagdes:
Mutagdo
Cruzamento
Selecdo

|

| Subpopulagdo S, evoluidal

Comunicagdo 2 l Junta-se as Sy subpopulagdes

| Populagdo inicial evolul'dal

J

| Embaralha a nova populagdo |

Critério de parada —J,

Resultados

Figura 1: Algoritmo Evolug¢ado Diferencial Melhorada Implementada em Paralelo.

onde i,j=1, ---, n, Al € uma matriz ndo simétrica e nao positiva definida, A2 € uma matriz positiva definida ndo simétrica,
A3 € uma matriz simétrica e nio positiva definida e A4 € uma matriz simétrica positiva definida.
O vetor b serd obtido pela seguinte equacio:

bi=Y aj (7
=1

sendo i=1, ---, n.

O objetivo sera minimizar o residuo r(x) = b — Ax. O critério de parada adotado serd (x) < 10~ ou nimero maximo
de iteragdo. As tabelas resumem os resultados encontrados para diferentes dimensdes 7 das matrizes. Em todas as tabelas
sdo apresentados o valor do erro no ponto 6timo. Nestas simulagdes foi utilizado um computador Intel® Core”™ i5-430M
e os seguintes parametros: populacdo de 200 individuos divididos em 4 processadores, 150 geragdes, taxa de pertubacio
F =0,7 e probabilidade de cruzamento C = 0,8.

4. CONCLUSAO

O algotimo da EDM implementado em paralelo tem sido avaliado em vdrios problemas testes de otimiza¢do afim de
valid4-lo. Pode-se citar, por exemplo, o problema de projeto 6timo de manipuladores 3R, no qual obteve-se excelentes
resultados que podem ser consultados em Branddo et al. (2013).

Os exemplos apresentados aqui representam o inicio do estudo da viabilidade da utilizag@o do algoritmo de otimizagéo
EDM implementado em paralelo para resolver grandes sistemas lineares. Analisando os resultados apresentados é possivel
concluir que o método Evolugao Diferencial Melhorada implementado em paralelo € eficaz em obter a solugdo de grandes
sistemas lineares. Acredita-se que com a utilizagdo de um cluster com vdrios processadores € possivel acelerar ainda mais
o tempo computacional de processamento e garantir uma rapida obten¢do da solugéo.
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Tabela 1: Resultados obtidos para A1 utilizando Evolugdo Diferencial Melhorada Implementada em Paralelo

n | Erro=|[r(x)Tr(x)|| | Tempo (minutos) | N.A.F.O*

10 5,09¢e-09 0,0094 24000

50 9,45e-09 0,3426 258500
100 9,94e-09 3,926 2836000
500 4,93e-05 18,361 3000000
1000 4,93e-05 18,361 3000000

* Nimero de avalia¢des da fungéo objetivo.

Tabela 2: Resultados obtidos para A2 utilizando Evolu¢do Diferencial Melhorada Implementada em Paralelo

N.A.F.O*

n Erro=||r(x)Tr(x)|| | Tempo (minutos)
10 8,14e-09 0,0063 7600
50 9,60e-09 0,0444 32100
100 9,71e-09 0,1801 88500
500 9,93e-09 5,1386 767350
1000 9,97¢-09 22,0126 1518600

* Nimero de avalia¢es da funcdo objetivo.

Tabela 3: Resultados obtidos para A3 utilizando Evolu¢do Diferencial Melhorada Implementada em Paralelo

n Erro=[|r(x)Tr(x)|| | Tempo (minutos) | N.A.F.O*

10 7,05¢-09 0,0067 12050

50 9,96¢-09 1,2802 1757350
100 1,43e-05 4,0286 3000000
500 1,19¢-04 19,5338 3000000
1000 2,44¢-04 41,835 3000000

* Ndmero de avalia¢des da fungdo objetivo.

Tabela 4: Resultados obtidos para A4 utilizando Evolucdo Diferencial Melhorada Implementada em Paralelo

n | Erro=|[r(x)Tr(x)|| | Tempo (minutos) | N.A.F.O*
10 6,65¢-09 0,0067 12800
50 9,98e-09 0,9484 1325600
100 8,34e-07 3,8616 3000000

500 6,92e-06 18,9848 3000000
1000 1,43e-05 41,5947 3000000

* Numero de avaliagdes da funcio objetivo.
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