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Resumo. Uma nova metodologia de modelagem matemática combinando os métodos de fronteira imersa e 

pseudoespectral de Fourier - IMERSPEC - foi desenvolvida para problemas de transferência de energia interna, 

usando as equações de Navier-Stokes, a equação de balanço de massa e a equação de balanço de energia para 

escoamentos incompressíveis. O algoritmo numérico consiste do método de colocação pseudoespectral de Fourier, 

onde as condições de contorno térmicas de primeira espécie (Dirichlet) e segunda espécie (Neumann) podem ser 

modeladas utilizando o método de fronteira imersa. No presente trabalho, será apresentada a validação da 

metodologia proposta com aplicação em problemas com transferência de energia interna. Os resultados mostram uma 

boa concordância com a literatura. 

 

Palavras chave: Equação da Energia 1, Condições de Contorno 2, Método da Fronteira Imersa 3, Método 

pseudoespectral de Fourier 4 

 

1. INTRODUÇÃO  

 

A busca por métodos acurados para resolver as equações de Navier-Stokes, continuidade e a equação da energia é 

de grande interesse para a mecânica de fluidos computacional, para a solução de fenômenos físicos onde apenas 

metodologias de alta acurácia possibilitam obter uma solução representativa. 

Existem várias formas de resolver numericamente estas equações. Dentre elas podem ser citados os métodos das 

diferenças finitas, volumes finitos, elementos finitos e os métodos espectrais. Em termos de métodos de alta ordem, a 

família dos métodos espectrais tem se destacado (CANUTO et al., 2007). Os métodos espectrais são caracterizados pela 

convergência exponencial para a solução exata com o aumento do refinamento espacial. Dentre a família dos métodos 

espectrais, o clássico método de colocação pseudoespectral de Fourier (MPEF) é um dos mais difundidos (CANUTO et 

al., 2007). 

A maior limitação do MPEF está nas condições de contorno, uma vez que para preservar a taxa de convergência e a 

acurácia, aliadas ao baixo custo computacional, é necessário o uso de condições de contorno periódicas. Para resolver 

problemas não periódicos, Mariano et al. (2010) propuseram uma metodologia híbrida, denominada IMERSPEC. 

Com a metodologia IMERSPEC tornou-se possível resolver problemas de escoamentos não periódicos sobre 

geometrias complexas utilizando-se o método pseudoespectral de Fourier. Como fruto do presente trabalho, será 

mostrada uma nova metodologia para escoamentos incompressíveis com transferência de energia interna e um novo 

modelo para os dois tipos de condições de contorno (Dirichlet e Neumann), a serem utilizadas para solução da equação 

da energia. 

 

2. METODOLOGIA 

 

O modelo matemático para escoamentos incompressíveis de fluidos newtonianos com transferência de energia 

interna é estabelecido com a equação de balanço de massa, Eq. (1), equações de Navier-Stokes, Eq. (2) e a equação de 

balanço de energia, Eq. (3). 
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Para aplicação em problemas físicos os termos,  txf ,


 e  txfT ,


 são os termos fonte que modelam as condições de 

contorno para as equações de Navier-Stokes e da energia, respectivamente. 

A seguir serão mostrados os modelos para o termo fonte da equação da energia,  txfT ,


, para as condições de 

contorno de primeira (Dirichlet) e segunda (Neumann) espécie. 

 

2.1. Condição de contorno para a equação da energia 

 

2.1.1. Condição de contorno de Dirichlet (primeira espécie) 

 

Para este tipo de condição de contorno a temperatura,  tXT ,


 , é dada sobre a fronteira imersa, Eq. (4), a qual 

fornece a condição de referência para a avaliação do termo forçante, Eq. (5), apresentado com maiores detalhes em 

Kinoshita (2013). 
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Desta maneira, atualiza-se a temperatura, como mostra a Eq. (6): 
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2.1.2. Condição de contorno de Neumann (segunda espécie) 

 

Para este tipo de condição de contorno, o fluxo de energia interno é dado, ou equivalentemente, o gradiente de 

temperatura é conhecido sobre a fronteira Γ, 

 

   tXTtXq f ,,


  . (7) 

 

De modo análogo, fazendo algumas manipulações matemáticas, obtém-se o termo forçante para a condição de 

contorno de segunda espécie, mais detalhes podem ser vistos em Kinoshita (2013). 
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Para resolver a Eq. (8), utiliza-se o método pseudoespectral de Fourier. Isto é possível mesmo para problemas não 

periódicos, como mostrado no trabalho de Mariano et al. (2010).  

 

3. RESULTADOS 

 

Como objetivo do presente trabalho, serão apresentados alguns resultados para aplicação da convecção natural entre 

cilindros concêntricos horizontais, tendo em vista resolver problemas com geometrias não cartesianas, utilizando as 

duas condições de contorno propostas. Outras aplicações podem ser vistas em Kinoshita (2013). 

A esquematização do domínio computacional utilizado pode ser vista na Fig. (1). Os dois cilindros concêntricos são 

colocados na região central do domínio periódico.  

A fim de testar as condições de contorno propostas, foram feitos dois testes, o qual chamaremos de Caso 1 e Caso 2: 

 

 Caso 1: Condição de contorno de Dirichlet para os dois cilindros concêntricos horizontais. 

 Caso 2: Condição de contorno de Neumann para o cilindro interno e Dirichlet para o cilindro externo. 
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Para o Caso 1, é preciso impor as temperaturas em ambos os cilindros: TTT ri   e TTT r 0 , para o 

cilindro interno e externo, respectivamente, onde 300rT  [K], sendo que a diferença de temperatura, T , foi obtida a 

partir do número de Rayleigh (Ra), para este caso dado por: 


 3TLg
Ra  . 

Para o Caso 2, é necessário impor o fluxo de calor no cilindro interno, para isto, obteve-se o fluxo pelo número de 

Rayleigh, 
k

qTLg
Ra w



 "4

  e para o cilindro externo a temperatura imposta foi mantido igual a rT .  

O comportamento do escoamento deste problema é caracterizado pelo número de Prandtl, 7,0Pr   e Rayleigh, para 

comprimento iRRL  0 . Neste trabalho, a relação de raio utilizada foi  
R

R

i

0,20  , onde iR  é definido como 

sendo o raio do cilindro interno e 0R  o raio do cilindro externo.  

 

 
 

Figura 1. Esquema do domínio computacional para a convecção natural entre cilindros concêntricos.  

 

Para o Caso 1, pode ser observado na Fig. (2a), a formação de uma pluma térmica na parte superior. Resultados 

parecidos foram obtidos por Padilla (2004), o qual citou que ocorre uma similaridade com a dinâmica do escoamento e 

o processo de transferência de energia interna quando se aumenta o espaçamento entre as superfícies dos cilindros, ou 

seja, quando a relação de raios é aumentada de 0,2  para 6,2 . 

    
(a)                                       (b) 

Figura 2. Caso 1 para Ra=10
5
 e 0,2 , (a) linhas isotérmicas e (b) distribuição do número de Nusselt local no cilindro 

interno. 
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No Caso 2, o fluxo de energia interna é imposto, desta maneira a temperatura no cilindro interno será menor do que 

a obtida no Caso 1, com temperatura imposta. Vale observar na Fig. (4b), que próximo ao cilindro interno o fluxo de 

energia está atuando, já que há uma variação da temperatura em torno deste. 

 

 
Figura 4. Caso 2 para Ra=5x10

4
 e 0,2 , (a) linhas isotérmicas e (b) distribuição de temperatura em todo o domínio. 

 

 

4. CONCLUSÃO 

 

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de uma nova metodologia para os dois tipos de condições de 

contorno, utilizando a metodologia IMERSPEC. A modelagem matemática para os dois tipos de condições de contorno 

foram apresentadas. O principal objetivo deste trabalho foi comparar os resultados da metodologia proposta aplicada à 

solução de problemas físicos. O problema utilizado foi de convecção natural em cilindros concêntricos horizontais, a 

fim de validar a metodologia com pontos não coincidentes, os resultados mostram ótima concordância com a literatura 

para o caso com a condição de contorno de primeira espécie nos dois cilindros, entretanto para o caso com a condição 

de contorno de segunda espécie no cilindro interno é necessário um estudo mais aprofundado. 
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