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COMPORTAMENTO DINAMICO DO OSCILADOR DE DUFFING

Guénia Mara Vieira Ladeira, guenia@mecanica.ufu.br

O estudo de oscilagdes ndo-lineares é essencial, devido as equagoes diferenciais que descrevem os sistemas fisicos
reais serem lineares apenas em uma primeira aproximag¢do. Observa-se que um sistema linearizado perde informagoes
essenciais a sua andlise (Hagedorn, 1984). Um sistema ndo-linear por suas caracteristicas pode apresentar um
conjunto de solugdes possiveis; extrema sensibilidade as condigoes iniciais; descontinuidades e variedade de
comportamento. O objetivo deste trabalho é mostrar algumas caracteristicas da andlise de sistemas ndo-lineares e
caoticos, utilizando um de seus sistemas mais explorados, o oscilador de Duffing. O oscilador harménico tem sido
utilizado para modelar diversos sistemas dindmicos mais complexos, visando esta necessidade, neste trabalho foram
exploradas duas possiveis configuragdes do sistema, e realizada a simula¢cdo no Matlab®. Os resultados das
simulagoes sdo analisados com embasamento na teoria de dindamica ndo-linear, sendo apresentadas algumas
caracteristicas importantes de serem observadas. O resultado do trabalho demonstra a variedade de comportamento de
sistemas ndo-lineares, a sensibilidade a condigoes iniciais; algumas técnicas de andlise de sistemas ndo-lineares e
cadticos, sendo o caos um comportamento com caracteristicas especificas, e ndo uma simples auséncia de organizagdo,
como sugere o nome (Viana, 2011) .

Palavras chave: Nao-linearidades, osciladores, caos.
1. Introducao
Um oscilador harmoénico, Fig. (1), é representado basicamente pela Eq. (1). Duffing introduziu neste sistema

uma rigidez cubica, Eq. (2), para descrever o efeito de endurecimento da mola observado em muitos problemas
mecanicos (Ogata, 2010).
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Figura 1. Oscilador harménico

mii+C(u,v)+K(u)=F(t) (1)

K (u)= kou + kyu® @)

Muitos problemas de dindmica ndo-linear podem ser modelados pela equagdo de Duffing, mostrada na Eq. (3)
(Monteiro, 2006). Esta equagdo ¢ um dos modelos mais populares, nos estudos classicos de ndo linearidades, oscilagdes
e caos.
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2. Sistemas nao-lineares

Um caso especial do sistema de Duffing, que ndo apresenta amortecimento, Eq. (4), pode apresentar diferentes
comportamentos sobre sua estabilidade dentro do espaco de estados. Nas proximidades dos pontos de equilibrio (17 , 17) 0
sistema apresenta regides de estabilidade e instabilidade (5), de acordo com os autovalores da matriz Jacobiana do
sistema calculada nos pontos de equilibrio. O ponto de equilibrio (0,0) ¢ do tipo centro, com autovalores imaginarios
puros, o que caracteriza uma regido de estabilidade. Os pontos de equilibrio (-1,0) e (1,0) sdo do tipo sela, com
autovalores reais puros, sendo um positivo e o outro negativo. Esta é uma regido de instabilidade.

di+u—u’=0 4

(,v)=(00)= A =4 .
@,v)=(-1,00=> 1 =+2
@,v)=(1,0)= 2 =+2

A diversidade de comportamento no tempo do sistema da Eq. (4) ¢ apresentada no grafico da Fig. (2). Esta
diversidade depende das condigdes iniciais. A legenda do grafico indica cada um dos conjuntos de valores iniciais (u,v).
O sistema iniciado dentro da regido de estabilidade, se mantém estavel. No entanto, quando o sistema ¢ iniciado fora da
regido de estabilidade, os valores (#,v) sdo ilimitadamente crescentes no tempo. Os dois primeiros conjuntos de valores
iniciais estdo no limite entre a regido de estabilidade e a regido de instabilidade, como se pode observar no
comportamento das orbitas em azul (estavel) e verde (instavel).
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Figura 2. Regides de estabilidade do Oscilador de Duffing

A energia total do sistema conservativo ndo-linear da Eq. (4), analisada através de seu Hamiltoniano, Eq. (6),
varia conforme se verifica no grafico da Fig. (3). A regido central do grafico apresenta menor variacdo de energia,

proxima de zero, e nas extremidades a variagdo de energia € crescente, em coeréncia com as observagdes anteriores de
estabilidade.
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Figura 3. Energia total do sistema

3. Sistemas caoticos
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Outro caso especial de oscilador é o da Eq. (7). Este oscilador tem comportamento ndo-linear e em algumas
configuracdes apresenta comportamento cadtico. Uma caracteristica de um sistema cadtico ¢ apresentar em sua analise
espectral uma banda limitada de sinais variaveis (Savi, 2006), como mostra a Fig. (4a). Outra caracteristica deste tipo de
comportamento € apresentar um espaco de estados com 6rbitas variadas, mas dentro de um espago limitado Fig. (4b).

i +0,051 —0,2u +u’ =7,8sen (1,21)

Amplitude

0.8

0.6

0.4

0.2

i i i AT TS TS
I I I
I I I
FH--d4---- B e
I I I
I I I
e

Frequencia

(a)

(7

v - velocidade

(b)

Figura 4. Transformada de Fourier e espago de estados de um oscilador com comportamento cadtico

O procedimento de criagdo da se¢do de Poincaré possibilita uma melhor compreensdo da dindmica global do
sistema. A se¢do de Poincaré ¢ utilizada para o estudo de oOrbitas proximas as Orbitas periodicas; ¢ utilizada também
para analisar o espago de fases de sistemas com for¢amento periddico e quasi-periddico; e ainda, a estrutura de orbitas



proximas de orbitas homoclinicas e heteroclinicas. A Figura (5a) apresenta a se¢do de Poincaré para cada ciclo de
forcamento do sistema cadtico da Eq. (7).

Os expoentes de Lyapunov avaliam a sensibilidade do sistema a variagdo das condigdes iniciais, verificando a
divergéncia entre trajetorias vizinhas, em modo dindmico. O expoente de Lyapunov ¢ definido pela Eq. (8), ou seja, se 4
for negativo ou nulo a trajetdria ndo diverge, se 4 for positivo a trajetoria diverge, caracterizando entdo o caos. A Figura
(5b) se refere ao espectro de Lyapunov do sistema da Eq. (7). Observa-se que um dos expoentes € negativo e o outro
positivo, o que caracteriza divergéncia das Orbitas, caracteristica de um sistema cadtico. A implementacdo do espectro
de Lyapunov foi realizada pelo algoritmo de Wolf (Nayfeh, 2004).
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Figura 5. Segdo de Poincaré e Exponente de Lyapunov de sistema com comportamento cadtico
4. Conclusao

Este trabalho sintetiza estudos preliminares realizados pela autora sobre sistemas dindmicos ndo-lineares e
sistemas cadticos. As equagdes basicas foram apresentadas e algumas ferramentas de analise foram mostradas
sucintamente. As analises de comportamento dindmico foram implementadas pela propria autora a partir de rotinas
computacionais desenvolvidas dentro da plataforma Matlab®. Na sequéncia deste estudo, pretende-se aplicar os
conhecimentos adquiridos em sistemas reais, inclusive com validagdo experimental.
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