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Durante as últimas décadas, diversos pesquisadores têm dado atenção à dinâmica de sis-
temas que contêm múltiplos corpos, como pode ser comprovado pela vasta literatura disponível 
sobre o tema (WASFY, NOOR, 2003). Enquadra-se nesta grande linha de pesquisa acadêmica, 
que apresenta grande potencial de aplicação nas áreas industrial e de desenvolvimento tecnológi-
co, a dinâmica de sistemas que contêm múltiplos corpos flexíveis. Como apontado por Shabana 
(1997), esta expressão está relacionada à modelagem computacional e à análise de sistemas que 
contêm corpos que apresentam a capacidade de se deformar, que se sujeitam a restrições e que 
são submetidos a movimentos de grande amplitude (o que inclui movimentos de corpo rígido, en-
volvendo grandes rotações, por exemplo, e também movimentos devidos a deformações). Ainda 
de acordo com o mesmo autor (SHABANA, 1997), um sistema composto por múltiplos corpos fle-
xíveis pode conter tanto elementos flexíveis como rígidos, sendo uns conectados aos outros por 
intermédio de juntas e/ou elementos capazes de produzir forças, o que abrange, por exemplo, mo-
las, amortecedores e atuadores. Devido às restrições introduzidas por conexões, os deslocamen-
tos aos quais os corpos são submetidos não são totalmente independentes uns dos outros. Além 
dos problemas devidos a restrições e a grandes rotações, comuns quando na análise de sistemas 
que contêm múltiplos corpos rígidos, empenho também deve ser voltado para que uma correta 
modelagem da deformação dos corpos presentes em sistemas que apresentam múltiplos corpos 
flexíveis seja conseguida. Também é importante reconhecer que movimentos devido à presença 
de flexibilidade do sistema podem afetar de maneira significativa a metodologia utilizada na formu-
lação do problema de grandes rotações e das restrições. O fato é que, independentemente dos 
corpos apresentarem pequenas ou grandes deformações, as equações que regem o movimento 
dos corpos flexíveis constituintes de um sistema analisado são altamente não lineares e geral-
mente exibem um forte acoplamento não linear entre diferentes modos de deslocamento 
(SHABANA, 1997). Desta forma, há a necessidade de utilização de dinâmica computacional para 
a construção e solução de modelos para sistemas que contêm múltiplos corpos flexíveis, uma vez 
que, além das não lineares inerentes a esta classe de problema, um grande número de coordena-
das se faz necessário para que um modelo matemático razoável e confiável seja conseguido. 

Os autores Wasfy e Noor (2003) concordam com Shabana (1997) sobre a definição de sis-
temas que contêm múltiplos corpos flexíveis e sobre a dinâmica que os rege. A importância da di-
nâmica de sistemas que contêm múltiplos corpos flexíveis também é aludida pelos pesquisadores 
em questão (WASFY, NOOR, 2003), já que, segundo os mesmos, ela pode desempenhar papel 
importante na análise, no projeto e no controle de muitos sistemas práticos de engenharia, como 
em: veículos de transporte de cunho terrestre, aéreo e espacial (bicicletas, automóveis, trens, ae-
ronaves, espaçonaves); máquinas-ferramenta e de precisão; manipuladores e sistemas robóticos; 
mecanismos; estruturas terrestres articuladas (guindastes, pontes levadiças); estruturas espaciais 
articuladas (satélites, estações espaciais); e sistemas biodinâmicos (corpo humano, animais, inse-
tos). 

Graças às exigências cada vez mais rigorosas associadas a sistemas que contêm múlti-
plos corpos quanto às necessidades de peso reduzido (que na maioria dos casos leva a um au-
mento da flexibilidade de um dos componentes do sistema) e de altas velocidades, o problema de 
vibração a eles associado demanda cada vez mais atenção da comunidade científica (SHABANA, 
1997; WASFY, NOOR, 2003; SHABANA, 2005; SCHIEHLEN, 2006). Isto se faz verdade uma vez 
que vibrações atuantes em sistemas mecânicos estão intimamente relacionadas: a processos de 
fadiga, de desgaste e de nucleação/propagação de defeitos, os quais podem levar à falha de um 
componente estrutural; e à produção de ruído, que pode representar risco à saúde de operadores 
e/ou usuários de determinado equipamento. Desta forma, faz-se razoável introduzir mecanismos 
de controle de vibrações em sistemas mecânicos que se mostrem suscetíveis aos problemas 



 

 

mencionados anteriormente, visando tanto aumento da vida útil da estrutura, como o cumprimento 
de normas de segurança de cunho estrutural e/ou ambiental. Para tanto, diversas técnicas têm si-
do utilizadas, as quais podem ser distribuídas nas classes de controle ativo, passivo, híbrido e 
semiativo de vibrações (LIMA, 2003; CASCIATI, MAGONETTE, MARAZZI, 2006; DE SILVA, 
2007). 

Embora estratégias ativas, híbridas e semiativas talvez sejam mais desejáveis em determi-
nadas aplicações, as técnicas de controle passivo tratam-se de uma alternativa viável tendo em 
vista as vantagens por elas apresentadas: baixo custo relativo de implementação; estabilidade 
inerente; e não dependência de uma fonte de energia externa. Uma das técnicas de controle pas-
sivo de vibrações está associada à utilização de materiais viscoelásticos visando à dissipação de 
energia vibratória sob a forma de energia térmica. Estes têm sido amplamente utilizados nas in-
dústrias aeroespacial, aeronáutica, automobilística e civil, por exemplo (LIMA, 2003; LIMA 2007). 
São empregados, geralmente, sob a forma de fitas adesivas ou de amortecedores pré-fabricados, 
conforme ilustrado nas Figs. 1 a 5. Ainda, são vários os aspectos que devem ser levados em con-
ta no tocante à modelagem dinâmica de materiais viscoelásticos. Embora carga dinâmica e pré-
carga estática exerçam relativa influência na resposta exibida pelo material, são duas as variáveis 
que mais influenciam seu comportamento elastodinâmico: temperatura e frequência da excitação 
a que é submetido (NASHIF, JONES, HENDERSON, 1985). 

Dentre os modelos comumente empregados na simulação do comportamento destes mate-
riais, citam-se aqueles que fazem uso de derivadas de ordem não inteira para descrever o com-
portamento do material, no domínio do tempo, a partir de equações diferenciais fracionárias. Os 
primeiros a fazerem uso desta técnica foram Bagley e Torvik (1979). Bagley (1983) mostra que es-
te método não necessita ser interpretado apenas como um procedimento de ajuste de curvas, já 
que ele está associado, de certa forma, à descrição física do problema. A partir de então, modelos 
que envolvem derivadas fracionárias passaram a ser mais estudados e sua utilização, que anteri-
ormente era restrita ao domínio de Laplace, ou da frequência, passou a ser investigada, também, 
no domínio do tempo, inclusive conjuntamente à utilização da técnica dos elementos finitos. Em 
trabalhos posteriores, Bagley e Torvik (1983, 1985) incorporaram um modelo que envolve deriva-
das fracionárias em modelos de elementos finitos de barras e vigas tratadas com camada restrita 
passiva, resolveram o problema de autovalor complexo resultante e realizaram ainda análise de 
respostas temporais. Aplicações mais recentes envolvem, por exemplo, a abordagem descrita por 
Galucio, Deü, e Ohayon (2004) para implementação de um modelo que envolve derivadas fracio-
nárias a modelos de elementos finitos; neste último trabalho, os autores realizaram simulações 
transientes de uma viga que recebe tratamento viscoelástico superficial restrito. 

Na sequência, aspectos relacionados tanto à modelagem de sistemas que contêm múlti-
plos corpos flexíveis, quanto à implementação de um modelo que contém derivadas fracionárias 
para o comportamento viscoelástico em modelos de elementos finitos, serão levantados. Serão 
então apresentados alguns resultados numéricos oriundos de simulação computacional de um 
mecanismo de quatro barras flexível plano. Este é considerado sob duas condições, quais sejam 
as em que o mesmo não apresenta e apresenta, respectivamente, tratamento viscoelástico super-
ficial utilizado para o fim de controle passivo de vibrações. Conclusões serão então apresentadas. 
 

 

Figura 1: Exemplo da aplicação de materiais 
viscoelásticos em estruturas metálicas  

(adaptado de CALDWELL, 1986). 

 

Figura 2: Amortecedores da linha industrial da 
fabricante Vibtech® que fazem uso de 

elastômeros (retirado de VIBTECH, 2011). 

Material viscoelástico 
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Figura 6: Referenciais utilizados por cada uma das formulações consideradas  
(adaptado de WASFY, NOOR, 2003). (a): Referenciais flutuantes;  

(b): Referenciais corrotacionais; (c) Referencial inercial global. 
 

 
Figura 7: Referenciais utilizados para descrição da cinemática associada à formulação por 

referenciais flutuantes e elementos finitos (adaptado de SHABANA, 2005). 
 

A equação básica utilizada para descrever a cinemática de um corpo flexível quando na 
utilização de um referencial intermediário flutuante em conjunto com o método dos elementos fini-
tos é análoga àquela empregada quando na análise de um corpo rígido que se encontra em mo-
vimento tridimensional geral (SHABANA, 2005): 
 

  .ij i i ijr R A u  (1)
 
Nesta: ijr  é o vetor posição de um ponto arbitrário do elemento j  que faz parte da malha que dis-

cretiza o corpo flexível i , expresso no referencial inercial global 1 2 3OX X X ; iR  é o vetor posição 

da origem do referencial flutuante 1 2 3
i i i iO X X X  associado ao mesmo corpo flexível considerado; iA  

é a matriz de rotação associada ao referencial flutuante 1 2 3
i i i iO X X X  que dá informações sobre sua 

orientação; e iju  é o vetor posição de um ponto arbitrário do elemento j  associado ao corpo flexí-

vel i , este expresso no referencial local flutuante 1 2 3
i i i iO X X X . Cabe salientar que: 
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a) os vetores ijr  e iju  são dependentes: da posição do ponto considerado no interior do vo-
lume do elemento j  do corpo i , aqui denotada por ijx , esta sendo mensurada com res-

peito ao referencial local 1 2 3
ij ij ij ijO X X X  de cada elemento; e do tempo t ; 

b) o vetor iR  é dependente do tempo t ; 
c) a matriz de rotação iA  é considerada como sendo expressa em função de um vetor de 

parâmetros de rotação iθ , como ângulos de Euler, parâmetros de Euler, parâmetros de 
Rodriguez, cossenos diretores, etc., sendo o mesmo dependente do tempo t . 

Salienta-se que estas dependências não serão inclusas em grande parte das equações aqui apre-
sentadas para facilitar a visualização e a compreensão por parte do leitor. 

Os referenciais utilizados para descrição da cinemática de um elemento finito são mostra-
dos na Fig. 7. Como já mencionado, 1 2 3OX X X , 1 2 3

i i i iO X X X  e 1 2 3
ij ij ij ijO X X X  são os referenciais iner-

cial global, flutuante associado ao corpo flexível i  e do elemento finito j  que compõe a malha 
deste mesmo corpo, respectivamente. Na figura considerada é ainda mostrado outro referencial 
intermediário, 1 2 3

i ij ij ij
i i iO X X X , associado a cada elemento finito utilizado na discretização do corpo 

flexível considerado. Este referencial tem origem coincidente com aquela do referencial flutuante 
associado ao componente i  do sistema, bem como orientação fixa com respeito ao mesmo. Isto 
é, ambos os referenciais 1 2 3

i i i iO X X X  e 1 2 3
i ij ij ij

i i iO X X X  estão sujeitos aos mesmos movimentos de 

translação e de rotação. Ainda, a orientação inicial do referencial 1 2 3
i ij ij ij

i i iO X X X  é idêntica àquela 

assumida pelo referencial do elemento 1 2 3
ij ij ij ijO X X X  para a configuração de não deformação do 

sistema. Feitas estas considerações, o referencial intermediário 1 2 3
i ij ij ij

i i iO X X X  está completamente 

caracterizado. 
Para que se obtenha uma expressão apropriada para o vetor posição iju , é considerada 

inicialmente a equação de interpolação do campo de deslocamentos generalizados ijw  no interior 
de um elemento arbitrário j : 
 

 ,ij ij ijw S e  (2)
 
onde  ( )ij ij ijS S x  é a matriz das funções de forma associada ao elemento finito considerado e 

 ( )ij ij te e  é o vetor que contém seus graus de liberdade nodais. Cabe mencionar aqui que a 

Eq. (2) é válida uma vez que a mesma é expressa no referencial do elemento finito 1 2 3
ij ij ij ijO X X X . 

Como se considera que a matriz das funções de forma ijS  é capaz de descrever movimentos de 
translação de corpo rígido, a Eq. (2) pode ser expressa em qualquer referencial que é inicialmente 
paralelo ao referencial do elemento finito 1 2 3

ij ij ij ijO X X X , como naquele intermediário 1 2 3
i ij ij ij

i i iO X X X  in-

troduzido anteriormente. Desta forma, é possível estabelecer que: 
 

 ,ij ij ij
i iw S e  (3)

 
onde ij

iw  e ij
ie  são os vetores de deslocamentos generalizados e dos graus de liberdade elemen-

tares, respectivamente, ambos expressos no referencial 1 2 3
i ij ij ij

i i iO X X X . Como este último referenci-

al tem orientação fixa com respeito ao referencial flutuante 1 2 3
i i i iO X X X , o vetor ij

ie  dos graus de 

liberdade nodais expressos no referencial intermediário do elemento finito j  associado ao corpo 

flexível i  pode ser definido a partir de uma rotação daqueles graus de liberdade nodais ij
nq  asso-

ciado ao mesmo elemento finito e expressos, contudo, no referencial flutuante associado ao com-
ponente flexível da vez; isto é: 
 

 ,ij ij ij
i ne C q  (4)

 



 

 

onde ijC  é uma matriz de transformação ortogonal e constante. De forma análoga, o vetor posição 
iju  expresso no sistema de referência flutuante pode ser obtido a partir de uma transformação do 

vetor de deslocamentos generalizados ij
iw  definido com respeito à 1 2 3

i ij ij ij
i i iO X X X : 

 
 ,ij ij ij

iu C w  (5)
 
onde ijC  é uma matriz de passagem entre os referenciais mencionados previamente. Substituindo 
a Eq. (3) na Eq. (5) resulta que: 
 

  ,ij ij ij ij ij ij
i iu C w C S e  (6)

 
e considerando a Eq. (4), pode-se escrever: 
 

  .ij ij ij ij ij ij ij ij
i nu C S e C S C q  (7)

 
Como colocado por Shabana (2005), esta equação define o vetor posição de um ponto arbitrário 
de um elemento finito do corpo flexível considerado com respeito ao sistema de coordenadas flu-
tuante a ele associado. Para que condições de conectividade entre elementos possam ser obede-
cidas, faz-se uso da equação seguinte: 
 

 1 ,ij ij i
n nq B q  (8)

 
onde 1

ijB  é uma matriz de transformação Booleana e i
nq  é o vetor que contém todos os graus de 

liberdade nodais associados ao componente i  do sistema considerado. Resulta após introdução 
da Eq. (8) naquela Eq. (7): 
 

  1 .ij ij ij ij ij ij ij ij ij i ij i
n n nu C S C q C S C B q N q  (9)

 

Nesta,   1( )ij ij ij ij ij ij ijN N x C S C B  pode ser encarada como uma matriz de interpolação expandida 
(por interpolar deslocamentos generalizados a partir do vetor de todos os graus de liberdades no-
dais associados ao corpo flexível i ) e expressa no referencial flutuante 1 2 3

i i i iO X X X . 

Pode-se observar que a Eq. (9) contempla modos de corpo rígido para iju  devido à pre-
sença da matriz das funções de forma ijS  associada aos elementos finitos considerados. Entre-
tanto, os modos de corpo rígido de cada componente do sistema já são considerados no modelo 
devido à utilização daquela Eq. (1), na qual se mostram presentes uma translação e uma rotação 
entre referenciais, associadas ao vetor iR  e à matriz iA , respectivamente. Parte-se então a elimi-
nação dos modos de corpo rígido presentes na Eq. (9); o vetor i

nq  pode ser expresso sob a forma: 
 

 0 ,i i i
n fq q q  (10)

 
onde 0

iq  e i
fq  são os vetores que contêm as contribuições aos graus de liberdades nodais devidas 

à configuração inicial (não deformada) e à flexibilidade, respectivamente. Para eliminar modos de 
corpo rígido devidos às funções de forma associadas aos elementos finitos utilizados para discre-
tização de um componente do sistema é então utilizado um conjunto de equações algébricas que 
relacionam a parte flexível dos graus de liberdade nodais. Isto pode ser feito através de uma ma-
triz de transformação linear 2

iB  para que se defina um novo conjunto de graus de liberdade nodais 

flexíveis i
fq  que sejam independentes entre si. Então: 

 
 2 .i i i

f fq B q  (11)
 



 

 

Fazendo uso das Eqs. (10) e (11), a Eq. (9) pode ser reescrita sob a forma: 
 

    0 0 2( ) ( ).ij ij i ij i i ij i i i
n f fu N q N q q N q B q  (12)

 
Esta última equação é adequada para correta representação, em conjunto com a Eq. (1), do cam-
po de deslocamentos a que um elemento finito arbitrário j  presente na malha de um corpo flexí-
vel i  é submetido. Isto se faz verdade já que nesta última o campo de deslocamentos não apre-
senta modos de corpo rígido, ao contrário do que acontece com a Eq. (9). 

Substituindo a Eq. (12) na Eq. (1), resulta finalmente uma equação para o vetor posição ijr  
expresso no referencial inercial global: 
 

    0 2( ).ij i i ij i i ij i i i
fr R A u R A N q B q  (13)

 
A partir desta última, o vetor velocidade pode ser obtido a partir de diferenciação com res-

peito ao tempo; a partir do mesmo, pode-se construir uma expressão para a energia cinética para 
um elemento finito genérico e, consequentemente, para o corpo ao qual este se encontra associa-
do. Esta última pode ser expressa sob a forma seguinte: 
 

T T

1 1

1 1
( ) ( ) ,

2 2

i i
e en ni ij i ij i i i i

j j
T T

 
      q M q q M q     (14)

 
onde i

en  é o número de elementos finitos utilizados na discretização do corpo flexível i  e iM


  1

( )
i
en ij i i

j
M M q  é a matriz de massa a ele associada, a qual incorpora inércias vinculadas tanto 

às parcelas rígidas quanto àquelas flexíveis de seu movimento. 
Outro aspecto que deve ser levado em conta quando na modelagem da dinâmica de sis-

temas que contêm múltiplos corpos flexíveis diz respeito aos esforços internos provocados no ma-
terial de determinado componente do sistema. O trabalho virtual associado aos mesmos pode ser 
escrito sob a forma: 
 

   T( ) d ,
ij

ij ij ij ij
s V

W σ ε x  (15)

 
onde ijσ  e ijε  são os vetores que contêm as componentes dos tensores das tensões e das de-
formações às quais o elemento j  do corpo flexível i  está sujeito. Para dar continuidade ao de-

senvolvimento, faz-se necessário expressar ijε  em termos dos deslocamentos devidos à flexibili-
dade do contínuo ij

fu . Considerando pequenas deformações, pode-se estabelecer que: 
 

 ,ij ij ij
fε D u  (16)

 
onde ijD  é uma matriz que contém operadores diferenciais. Considerando a Eq. (12), o vetor de 
deslocamentos iju  pode ser escrito como a soma de duas parcelas 0

iju  e ij
fu  analogamente ao 

apresentado na Eq. (10): 
 

 0 .ij ij ij
fu u u  (17)

 
Comparando a Eq. (12) com a Eq. (17), identifica-se que  2

ij ij i i
f fu N B q . Fazendo uso do an-

terior e da Eq. (16), o trabalho virtual  ij
sW  dado na Eq. (15) pode ser reescrito como: 

 
      T T

2( ) d ( ) d .
ij ij

ij ij ij ij ij ij ij i ij i
s fV V

W σ ε x σ D N B x q  (18)

 



 

 

Deste ponto em diante, informações relacionadas à lei constitutiva do material necessitam 
ser levadas em conta para que o desenvolvimento possa continuar. Entretanto, de forma geral, 
pode-se escrever que: 
 

      T T
2( ) d ( ) ,

ij

ij ij ij ij i ij i ij i
s f s fV

W σ D N B x q Q q  (19)

 
onde T T

2( ) ( ) d
ij

ij ij ij ij i ij
s V

 Q σ D N B x  é o vetor de carregamentos internos desenvolvidos no material a 

nível elementar. Dependendo da lei constitutiva do material, este vetor pode ser ou não ser linear 
com respeito ao vetor de coordenadas generalizadas i

fq . A contribuição oriunda de todo o corpo 
flexível devida às forças internas por ele experimentadas pode ser então conseguida pela soma 
das contribuições individuais de cada um dos elementos finitos: 
 

T T

1 1
( ) ( ) ,

i i
e en ni ij ij i i i

s s s sj j
W W   

 
         Q q Q q  (20)

 

na qual 
1

i
eni ij

s sj
 Q Q  é o vetor de carregamentos internos associado a todo o corpo flexível i . 

Além disso, pode acontecer de forças externas estarem aplicadas ao corpo flexível consi-
derado. Estas podem ser incluídas na formulação quando na consideração de seu trabalho virtual. 
De maneira geral, pode-se escrever o trabalho virtual dos esforços externos generalizados  i

eW  

associados ao corpo i  sob a forma: 
 

  T( ) ,i i i
e eW Q q  (21)

 
onde i

eQ  é o vetor dos esforços externos generalizados. 

Outro ponto importante a ser levado em conta quando na modelagem da dinâmica de sis-
temas que contêm múltiplos corpos é a presença de restrições. Estas podem ser classificadas em 
holonômicas e não holonômicas, e podem ser devidas à presença de vínculos entre um ou mais 
componentes do sistema, à especificação de movimentos ou mesmo para que seja possível con-
siderar a presença de contato. Para maiores detalhes a respeito de restrições e suas classifica-
ções, recomenda-se ao leitor consultar Meirovitch (1970) e Shabana (2005). Equações algébricas 
não lineares representando restrições holonômicas podem ser escritas sob a forma seguinte 
(SHABANA, 2005): 
 

( , ) ,tC q 0  (22)
 

onde    
T1 T 2 T T( ) ( ) ( )bnq q q q  é o vetor que contém todos os graus de liberdade rígidos e 

flexíveis de todos os bn  corpos que constituem o sistema analisado. A matriz Jacobiana das res-

trições qC  pode ser obtida se o vetor de restrições C  for diferenciado com respeito ao vetor de 

graus de liberdade q : 
 

    
       


1 2

,
nq q qq

C C C C
C

q
 (23)

 

onde    T

1 2 nq q qq  e n  é o número de coordenadas generalizadas utilizadas para des-

crição do movimento do sistema por completo. Assume-se, sem perda de generalidade, que 

   
T

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
cnt C t C t C tC q q q q  é composta por cn  ( )n  equações de restrição linear-

mente independentes. Cabe salientar que o número global de graus de liberdade do sistema é 
dado pela diferença  cn n . 



 

 

Com o apresentado até agora, equações de Lagrange podem ser utilizadas para que se 
estabeleçam as equações do movimento de cada um dos corpos flexíveis que constituem o siste-
ma de múltiplos corpos analisado. De acordo com a mecânica analítica, para quando restrições do 
tipo considerado na Eq. (22) encontram-se presentes no sistema considerado, as equações de 
Lagrange a serem utilizadas para cada um dos corpos flexíveis são da forma: 
 

    
         

T T

Td
,

d
i

i i
i

i i

T T

t q
C λ Q

q q
 (24)

 

onde iq
C  é a matriz Jacobiana das restrições associada ao corpo flexível i ,  1cnλ  é um vetor 

de multiplicadores de Lagrange utilizados para inclusão das restrições na formulação e iQ  é o ve-
tor dos esforços generalizados associados ao corpo i . Para se determinar este último vetor, faz-
se necessário considerar o trabalho virtual  iW  realizado por todos os esforços que atuam no 
corpo que não aqueles devidos às forças de inércia. No caso considerado,  iW  é dado por: 
 

    ,i i i
s eW W W  (25)

 
com  i

sW  e  i
eW  dados nas Eqs. (20) e (21) apresentadas anteriormente, respectivamente. Fa-

zendo uso das mesmas, resulta que: 
 

T T T( ) ( ) ( ) .i i i i i i i i i i i i
s e s e s eW W W              Q q Q q Q q Q Q Q  (26)

 
Uma expressão para a energia cinética iT  foi apresentada na Eq. (14), a partir da qual po-

de-se calcular: 
 

                
 

T T

T1
( ) ;

2

i
i i i

i i

T
q M q

q q
 (27)

 

    
          

  
 

T T
d

.
d

i i
i i i i i i

i i

T T

t
M q M q M q

q q
 (28)

 
Substituindo as Eqs. (26) – (28) na Eq. (24), resulta que: 

 
T ,i

i i i i i
s e v   

q
M q Q C λ Q Q  (29)

 
onde: 
 

           
   

T

T1
( )

2
i i i i i i
v i

Q M q q M q
q

 (30)

 
é o vetor que dá as contribuições devidas às forças de inércia centrífugas e de Coriolis, quadráti-
cas no vetor das velocidades  iq . 

Estabelecidas as equações do movimento para cada um dos corpos do sistema, um siste-
ma global de equações diferenciais pode ser formado: 
 

T ,s e v   qMq Q C λ Q Q  (31)

 
onde: 
 



 

 

   
T1 T 2 T T( ) ( ) ( ) ;bnq q q q  (32)

 

 1 2diag( , , , );bnM M M M  (33)

 
T1 T 2 T T( ) ( ) ( ) ;bn

s s s s
   Q Q Q Q  (34)

 

   1 2

T
T T T T T T T( ) ( ) ( ) ;nbq q q q

C C C C  (35)

 

   
T1 T 2 T T( ) ( ) ( ) ;bn

e e e eQ Q Q Q  (36)

 

   
T1 T 2 T T( ) ( ) ( ) .bn

v v v vQ Q Q Q  (37)

 
Para que o sistema de equações diferenciais mostrado na Eq. (31) possa ser resolvido, 

devem ser consideradas, simultaneamente, aquelas equações de restrição dadas na Eq. (22), 
uma vez que o tipo de formulação empregado é aumentado pela utilização de multiplicadores de 
Lagrange. Obtém-se desta forma um sistema de equações formado tanto por equações diferenci-
ais quanto por equações algébricas, para o qual comumente se adota a nomenclatura de sistema 
de equações algébrico-diferenciais: 
 

    
 

 T

( , ) ,
s e v

t
qMq Q C λ Q Q

C q 0
 (38)

 
cuja solução mostra-se desafiadora mesmo do ponto de vista numérico, uma vez que até mesmo 
as equações diferenciais são não lineares. Ainda, a ordem do sistema completo pode ser proble-
mática e acarretar mau condicionamento de matrizes. Por estes motivos pode-se tornar mandató-
rio o emprego de técnicas de redução de modelos. 

A partir do sistema de equações algébrico-diferenciais apresentado na Eq. (38), podem ser 
realizadas análises transientes e/ou modais do sistema físico de interesse. As primeiras são con-
seguidas mediante integração numérica das equações do movimento sujeitas àquelas de restrição 
(FISETTE, VANEGHEM, 1996; BATHE, BAIG, 2005; BATHE, 2007; BLAJER, 2011). Geralmente 
eliminam-se os multiplicadores de Lagrange da formulação, transformando o problema algébrico-
diferencial num puramente diferencial, ou faz-se uso de métodos de estabilização das restrições 
(mediante técnicas que fazem uso de projeção) para que estas sejam obedecidas em todo e qual-
quer instante de tempo considerado; integração direta do sistema mostrado na Eq. (38) também 
pode ser conduzida, pela utilização de métodos explícitos ou implícitos, mas não se tem garantia 
de que erros induzidos pelo processo de integração nas restrições não se propaguem. Já análises 
modais podem ser conduzidas após linearização do sistema algébrico-diferencial que descreve o 
movimento do sistema que contém múltiplos corpos; mais detalhes a respeito deste procedimento 
podem ser encontrados nos trabalhos de Escalona e Chamorro (2008) e Masarati (2009). 

Serão agora discutidos aspectos relacionados à modelagem de materiais viscoelásticos 
com a utilização de leis constitutivas que envolvem equações diferenciais de ordem não inteira. 
De acordo com Galucio, Deü e Ohayon (2004), até início da década de 1980, o Cálculo Fracioná-
rio aplicado à modelagem de materiais viscoelásticos era interpretado como um método de ajuste 
de curvas. Ainda segundo os mesmos autores, Bagley e Torvik (1983) propuseram em seu traba-
lho uma justificativa para a utilização desta ferramenta matemática num contexto físico-
termodinâmico, sendo o modelo fracionário proposto por estes autores para comportamento vis-
coelástico uma das atuais referências na literatura. Hoje grande parte dos trabalhos dedicados ao 
tema vem de encontro à implementação de modelos que envolvem derivação de ordem fracioná-
ria à formulação por elementos finitos. Para tanto, geralmente faz-se uso de métodos baseados na 
discretização temporal do operador de derivação fracionária presente na relação tensão-
deformação de materiais viscoelásticos. 



 

 

No âmbito da implementação de modelos de viscoelasticidade envolvendo derivadas fraci-
onárias à formulação de elementos finitos, Schmidt e Gaul (2002) desenvolveram um elemento fi-
nito tridimensional que leva em conta as relações constitutivas do material (dadas sob a forma de 
equações diferenciais fracionárias), sendo estas solucionadas pelo método de discretização de 
Grünwald-Letnikov. Galucio, Deü e Ohayon (2004) apresentam em seu trabalho outra metodologia 
de implementação da natureza viscoelástica do material à formulação de elementos finitos e que, 
em termos computacionais, é relativamente superior à metodologia adotada por Schmidt e Gaul 
(2002). O modelo viscoelástico unidimensional por eles adotado é da forma: 
 

 
 

 

       0

d ( ) d ( )
( ) ( ) ,

d d

t t
t E t E

t t
 (39)

 
onde t  denota o tempo,  ( )t  denota a tensão, ( )t  denota a deformação,   é o tempo de relaxa-

ção do material, 0E  é seu módulo estático (ou de baixa frequência), e E  é seu módulo dinâmico 

(ou de alta frequência). Do mesmo, quando na utilização da aproximação de Grünwald-Letnikov 
(SCHMIDT, GAUL, 2002; GALUCIO, DEÜ, OHAYON, 2004), resulta que  ( )t é dada por: 
 

( )
0 0 11

( ) [ ( )] ( ) ( ),PN

kk
t E c E E t cE A t k t    
       (40)

 
onde 1[ ( ) ]c t        é uma constante adimensional, t  é o passo de tempo adotado na dis-

cretização temporal do intervalo [0, ]t , PN  é o número de pontos do histórico de  ( )t  utilizados na 
discretização para representação do caráter não local do operador de diferenciação fracionária, e 

( )
1kA 
  são os coeficientes de Grünwald para uma derivada de ordem  , sendo estes dados por: 
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1

( ) 1
,

( ) ( 1)k k

k k
A A

k k
  



   
 
   

 (41)

 

onde 
     1

0
( ) dtt e t  denota a função Gamma, com   0 , e  ( )

1 : 1A  para qualquer valor de . 

Ainda, tem-se que a deformação anelástica  ( )t  é dada por: 
 

( )0
11

( ) (1 ) ( ) ( ).PN

kk

E E
t c t c A t k t

E
  





      (42)

 
A relação dada na Eq. (40) pode ser estendida para casos multidimensionais quando na 

consideração dos vetores de tensões ( )tσ  e de deformações ( )tε , bem como da matriz 0E  das 

propriedades associadas ao material viscoelástico para baixas frequências. Admitindo que o 
mesmo seja isotrópico e que seu coeficiente de Poisson   não varie com a frequência, resulta 
que: 
 

( )
0 0 0 0 11
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1
( ) [ ( )] ( ) ( ).PN

kk

E
t E c E E t c A t k t

E E


 
     σ E ε E ε  (43)

 
O fator 0 0EE  introduzido na Eq. (43) anterior garante que os comportamentos corretos do mate-

rial sejam levados em conta quando na análise de situações em que sua deformação envolva si-
multaneamente componentes axiais e cisalhantes, por exemplo. 

Para mostrar como a Eq. (43) pode ser aplicada no contexto de modelagem por elementos 
finitos, considera-se aqui o caso em que a formulação do problema considerado é desenvolvida 
quando tomando por base interpolação de deslocamentos. Neste caso, o vetor de deslocamentos 
generalizados ( , )j j tu x  de um elemento finito j  utilizado na malha de um meio contínuo pode ser 
calculado a partir de: 
 



 

 

( , ) ( ) ( ),j j j j jt tu x H x q  (44)
 
onde ( )j jH x  é a matriz das funções de forma ou de interpolação associadas ao elemento j , de-

pendente do vetor posição jx , e ( )j tq  é o vetor que contém seus graus de liberdade. As defor-
mações que atuam no interior do volume do elemento podem ser computadas se aplicando um 
operador diferencial jD  à Eq. (44), o que acarreta: 
 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ).j j j j j j j j jt t tε x D u x D H x q  (45)
 

Fazendo uso da Eq. (43), o vetor das tensões no interior do elemento é dado por: 
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onde o vetor de deformações anelásticas ( , )j tε x  pode ser calculado de maneira análoga a 

( , )j tε x  modificando-se a Eq. (45): 
 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ),j j j j j j j j jt t tε x D u x D H x q  (47)
 
sendo ( )j tq  um vetor de graus de liberdade anelásticos associados ao elemento finito considera-
do. Substituindo as Eqs. (45) e (47) na Eq. (46), resulta para o vetor das tensões: 
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Para inclusão das forças internas na formulação por elementos finitos, considera-se o tra-

balho virtual devido aos esforços internos que surgem no material devido às solicitações externas, 
dado por: 
 

   T[ ( , )] ( , )d .
j

j j j j j j
s V

W t tσ x ε x x  (49)

 
Introduzindo na equação anterior as Eqs. (45) e (48), resulta, após desenvolvimento: 
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onde: 
 

  T T
0[ ( )] ( ) ( )d

j

j j j j j j j j j

V
K H x D E D H x x  (51)

 
é reconhecida como a matriz de rigidez para baixas frequências do material viscoelástico. 

Estabelecida a Eq. (50) e sabendo que a energia cinética associada à formulação por ele-
mentos finitos é dada por: 
 

    T T T1 1
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j
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V
T t t t tu x u x x q M q  (52)

 
onde  j  é a densidade do material e jM  é a matriz de massa elementar, sendo ela dada por: 
 

  T[ ( )] ( )d ,
j

j j j j j j j

V
M H x H x x  (53)



 

 

pela aplica
 





d

dt

 
onde jQ  é
elementar:
 

jM q

 
onde (j

e tQ

Pro
são aprese
que contém
tria do prob
da geomet
perficial re
ra 4. Salie
Quanto à b
radas com

Sim
múltiplos 
MATLAB® 

As 
cretizado c
biente MAT
tos do tipo
ções e um
tos transve
elemento f
restringent
rotação) fo
Quando na
teses de E
que aquela
tar GALUC
dos 30 e 5

Qua
Fig. 8 no 
considerad
em linguag

Vár
mações da

 Ca)
d
c
c
d

 Cb)
ri
in
lá
c
 

ação das eq

   
    

Tj

j

T

q

é o vetor d
: 


0

1
0( ) [j

j

E
t Eq

)  é o vetor 

oporcionado
entados na 
m múltiplos 
blema é ilus
tria de cada
strito com m

enta-se que
barra 1, a m
o sendo ríg

mulações tra
corpos con
e por interm
análises tra

com passos
TLAB®, par

o viga carac
a rotação). 
ersais e hi
finito de vig
te) apresen
oi utilizado p
a construçã
Euler-Berno
as associad
CIO, DEÜ e
50 elemento
anto ao cód
software A

dos para as
gem MATLA
rios cenário
adas a segu
Cenário 1: n
dades de ro
considerada
coelástico; d
dos na Tab. 
Cenário 2: a
ias tempera
nteresse ne
ástico supe
como variáv

quações de 


 

Tj
j

j

T
Q

q

dos carrega

 (j jc E E

de carrega

o um pouco
sequência 
corpos flex

strada esqu
a uma das 
material visc
 o tratamen

mesma apre
gidas, enqua
ansientes e
nsiderado. 
médio do so
ansientes re
s de tempo 
ra modelage
cterizados p
Para os m

póteses de
ga sanduích
ntando dois 
para modela
ão do mode
ulli são adm

das à viga d
e OHAYON,
os finitos pa
digo utilizad

ANSYS®, ele
s barras 3 e
AB®. 
os de simu
uir: 
neste caso é
otação da b
as as situaç
dados do m
1; 

a velocidade
aturas de op
este caso a
erficial restr
vel sobre a 

Lagrange:

,  

amentos ge

0 )] ( )j j jE tK q

mentos gen

o da fundam
resultados 

xíveis partic
uematicame
barras, inc

coelástico é
nto se dá, q
esenta um c
anto que aq
e análises m

Ambos os
oftware com
ealizadas c
constantes

em da flexi
por dois nó
esmos, hipó

e barra são
he com três

nós e qua
agem do tra

elo de elem
mitidas para
de Timoshen
, 2004, para
ra as barras

do para sim
ementos do

e 4, e utiliza

lação foram

é admitida t
barra 2 cons
ções em qu
material visc

e de rotaçã
peração sã
penas a sit

rito, já que 
eficiência d

eneralizado

 ( )j j
e t cQ

neralizados

mentação t
obtidos a p

cular: um m
ente na Fig
clusive para
é utilizado v
quando rea
compriment
quelas 3 e 4
modais fora
s tipos de 

mercial ANS
considerara
s de   0,t
bilidade da

ós e com trê
óteses de E

o adotadas 
s camadas 
atro graus d
atamento s

mentos finito
a a viga ba
nko são ado
a mais deta
s 3 e 4, res
ulação do m
o tipo BEA

ados em me

m considera

temperatura
stantes nos
e a barra 4

coelástico p

o da barra 
o considera
tuação em 
se deseja 

do material 

s, resultam




0 1

j
P

j

NE j

kE
AK

 externos.

eórica asso
partir da sim
ecanismo d
. 8, e a Tab

a a configur
visando o co
alizado, ao 
to de 0,600
4 são admit
am conduzi

análise fo
SYS®. 
m o interva
0001 s. No
s barras 3 
ês graus de
Euler-Berno

para movi
(viga base,

de liberdade
uperficial re

os para a vi
ase e para a
otadas para
alhes). Qua
pectivamen

mecanismo 
AM3 com nã
esmo núme

ados. Estes

a de operaç
s valores de
4 apresenta
para a temp

2 assume u
adas, nos v
que a barra
avaliar a i
viscoelástic

m as seguin


  ( )
1 (
j j

kA t kq

ociada ao t
mulação nu
de quatro ba
b. 1 traz os 
ração em q
ontrole de v
longo de to

0 m. As barr
idas flexíve
idas para o
oram cond

alo tempora
o programa 
e 4 fez-se u
e liberdade 
oulli são ado
mentos lon
 camada vi

e por nó (tr
estrito com 
ga sanduíc
a camada r
a a camada
nto à discre

nte. 
de quatro b

ão linearida
ro que no a

s são carac

ção constan
e 200, 300,
 e não apre

peratura con

um valor ún
valores de 0
a 4 apresen
nfluência d
co em cum

ntes equaçõ

 ),t  

trabalho de
mérica de u
arras plano
dados dos 

que um trata
vibrações na
odo seu co
ras 1 e 2 sã

eis. 
o sistema q
duzidos em

al [0,1] s o q
desenvolvi

uso de elem
 por nó (du
otadas para
ngitudinais. 
iscoelástica
rês translaç
material vis

che mencio
restringente
a viscoelásti
etização, fo

barras cons
ade geomé
algoritmo de

cterizados p

nte em 27 °
, 400 e 500
esenta trata
nsiderada s

nico de 400 
0, 20, 40 e 6
nta tratame

do parâmetr
prir o objet

(54)

ões a nível

(55)

senvolvido,
um sistema

o. A geome-
materiais e
amento su-
aquela bar-
mprimento.
ão conside-

que contém
m ambiente

qual foi dis-
ido em am-
mentos fini-
uas transla-
a movimen-

Ainda, um
a e camada
ções e uma
scoelástico.
nada, hipó-
e, enquanto
ica (consul-

oram utiliza-

siderado na
étrica foram
esenvolvido

pelas infor-

°C e veloci-
0 RPM; são
amento vis-
são mostra-

RPM e vá-
60 °C; é de

ento viscoe-
ro admitido
ivo de con-

l 

, 
a 
-
e 
-
-
. 
-

m 
e 

-
-
-
-
-

m 
a 
a 
. 
-
o 
-
-

a 
m 
o 

-

-
o 
-
-

-
e 
-
o 
- 



 

 

Figura
O

 
Tab

Caracterís
Geometria
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Material 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) Os parâme
 

tr
d
c
te

 Cc)
te
s
d
m

Além disso
gravitacion

a 8: Represe

1 2OX X : Ref

bela 1: Cara

stica  
a Viga b

 Com
 Espe
 Larg
Camad
 Com
 Espe
 Larg
Camad
 Com
 Espe
 Larg
Viga b

 Módu
 Mass
Camad

 Módu
 Módu
 Tem
  (or
 Coef
 Mass
Camad
 Módu
 Mass

etros dados pa

role passivo
derado foram
cedimento d
eratura, DA

Cenário 3: a
emperatura

sumindo os 
deseja avali
material visc
o, em todas
nais e que a

Barra
(entrada de p

 

entação esq
ferencial glo

acterísticas

base 
mprimento [m
essura [m] 
ura [m] 
da viscoelás

mprimento [m
essura [m] 
ura [m] 
da restringe

mprimento [m
essura [m] 
ura [m] 

base 
ulo de elastic
sa específica
da viscoelás
ulo de elastic
ulo de elastic
po de relaxa
rdem de deri
ficiente de Po
sa específica
da restringe
ulo de elastic
sa específica
ara este mate

o de vibraçõ
m obtidos p
de otimizaçã
A SILVA, 20
a velocidad

a de operaç
valores de 

iar a influê
coelástico e
s as situaçõ
a barra 2 e

Barra 3 

 2 
potência) 

 

quemática d
obal; 4 4

1O X X

associadas

] 

stica 
] 

ente 
] 

cidade longit
a [kg/m³] 
stica 
cidade long. 
cidade long. 

ação [s] 
vação fracio
oisson 
a [kg/m³] 
ente 
cidade longit
a [kg/m³] 
rial viscoelást

ões; salient
para cada u
ão consider
03) associa
e de rotaçã
ão vale 28 
0,5, 1,0, 1

ncia do pa
em cumprir o
es foram ad

encontrava-s

 
 

Po
(situado na metad

do mecanis
4
2X : Referen

s às barras 

tudinal [Pa]

estático [Pa
a altas freq.

onária)

tudinal [Pa]

tico foram iden

ta-se que o
uma das tem
rando curva
adas ao me
ão da barra
°C e várias
,5 e 2,0 mm
râmetro ad
o objetivo d
dmitidas ve
se na posiç

Barra 1 (f

 

onto de interesse
de do comprimen

smo de quat
ncial flutuan

2, 3 e 4 do

Barr

0,05
0,003
0,019

–
–
–

–
–
–

Alum
70,3 ×

269
Nenh

] –
 [Pa] –

–
–
–
–

Nenh
–
–

ntificados por 

os dados pa
mperaturas 
as “experim
smo; 
a 2 assume
s espessura
m são cons
dmitido com
de controle 
elocidades i
ção horizon

Barra 4 

fixa) 

to da barra 4) 

tro barras p
nte associad

o mecanism

ra 2 Barr
 

50 0,30
3175 0,003
905 0,019

 
– –
– –
– –

 
– –
– –
– –
mínio Alum
× 109 70,3 ×
90 269
hum Nenh
– –
– –
– –
– –
– –
– –
hum Nenh
– –
– –

Galucio, Deü 

ara o materi
considerad
entais” (equ

e um valor 
as do tratam
sideradas; n
mo variável 

passivo de 
niciais nula

ntal ocupand

 

plano consid
do à barra 4

o considera

ra 3 B

00 
3175 0,0
905 0

– 
– 0
– 0

– 
– 
– 0
mínio A
× 109 70
90 
hum ISD11
– 1,
– 69,9
– 1,40
– 0
– 
– 
hum A
– 70
– 

e Ohayon (20

ial viscoelá
das a partir 
uações reti

único de 4
mento viscoe
neste caso 

sobre a ef
vibrações. 

as, presença
do a parce

 

derado.  
4. 

ado. 

Barra 4 
 

0,500 
00238125 
0,0254 

 
0,500 
0,0005 
0,0254 

 
0,500 
0,001 
0,0254 

Alumínio 
0,3 × 109 

2690 
12 à 27 °C(1)

,5 × 106 
9495 × 106 
052 × 10–5 
0,7915 

0,5 
1600 

Alumínio 
0,3 × 109 

2690 
004). 

stico consi-
de um pro-
radas da li-

400 RPM, a
elástico as-
também se
ficiência do

a de efeitos
la do plano

-
-
-

a 
-
e 
o 

s 
o 



 

 

analisado em que 1 0X  para o instante em que  0t s. 
Simulações no software ANSYS® foram realizadas apenas para o Cenário 1 apresentado 

anteriormente e para aquela situação em que tratamento superficial restrito com material viscoe-
lástico não se encontrava presente na barra 4. Estas foram executadas com o intuito de validar o 
código computacional desenvolvido em ambiente MATLAB®. As Figs. 9 a 12 mostram os deslo-
camentos nas direções de 1X  e 2X  obtidos para o ponto de interesse considerado na Fig. 8 para 

esta situação. Como deslocamento denomina-se aqui a diferença 
0P P t

r r , onde Pr  denota o ve-

tor posição avaliado para o ponto de interesse considerado, o qual pode ser obtido em etapa de 
pós-processamento fazendo correto uso da Eq. (13). Destaca-se aqui a ótima concordância de re-
sultados para os casos em que a velocidade angular da barra 2, 2 , assume os valores de 200, 

300 e 400 RPM, considerados, até certo ponto, baixos. Para a situação em que 2  vale 500 RPM, 
entretanto, diferenças significativas começam a se mostrar presentes, as quais são creditas a uma 
predição errônea por parte da teoria linear (para deformações) utilizada no código desenvolvido 
em linguagem MATLAB®. No mesmo não são considerados, por exemplo, enrijecimento centrífu-
go, acoplamento entre deformações longitudinais e transversais, e grandes deformações. Na 
Fig. 13 pode se comprovar um aumento excessivo nos valores experimentados pelo deslocamen-
to transversal nodal associado ao ponto de interesse, o que dá suporte à ideia de que não lineari-
dades geométricas podem se encontrar presentes nas situações em que a velocidade angular da 
barra 2 assume valores maiores. 

Para o caso em que a barra 4 apresenta tratamento viscoelástico superficial restrito, ainda 
com respeito ao Cenário 1 de simulação apresentado anteriormente, a Fig. 14 mostra o desloca-
mento transversal nodal associado ao ponto de interesse indicado na Fig. 8. Comparando com a 
Fig. 13, pode se comprovar uma grande redução de movimentos relacionados à vibração do corpo 
considerado, oriundos de sua flexibilidade, de maneira tal que para este caso os resultados po-
dem se mostrar confiáveis mesmo para a velocidade angular mais elevada de 500 RPM. 

Os resultados associados às simulações inclusas no Cenário 2 são mostrados na Fig. 15. 
Esta mostra o deslocamento transversal nodal associado àquele ponto de interesse considerado 
na Fig. 8 em função do tempo e para os valores considerados de temperatura. Como pode se infe-
rir a partir da Fig. 15, para temperaturas mais baixas, inferiores a 20 °C, um nível de amortecimen-
to menor resulta comparativamente àquele associado a temperaturas intermediárias (que se en-
contram na faixa de 20 a 30 °C). O amortecimento é ainda menor para temperaturas mais eleva-
das, superiores a 30°C, mesmo quando comparado a situações de temperaturas baixas. Ainda, 
fica evidente também uma diminuição da rigidez associada ao material viscoelástico ISD112 da 
fabricante 3M® com o aumento de temperatura, já que amplitudes maiores resultam para tempera-
turas superiores. Estes comportamentos estão de acordo com as curvas “experimentais” adotadas 
para otimização dos parâmetros associados ao modelo fracionário adotado para a lei constitutiva 
viscoelástica, não mostradas aqui, mas disponíveis no trabalho de Da Silva (2003). 
 

 

Figura 9: Deslocamentos associados ao ponto 
de interesse para o caso em que  2 200 RPM. 

 

Figura 10: Deslocamentos associados ao ponto 
de interesse para o caso em que  2 300 RPM. 



 

 

 

Figura 11: Deslocamentos associados ao ponto 
de interesse para o caso em que 2 400  RPM. 

 

Figura 12: Deslocamentos associados ao ponto 
de interesse para o caso em que  2 500 RPM. 

 

 

Figura 13: Deslocamento transversal nodal 
associado ao ponto de interesse para vários 

valores de 2  (barra 4 sem tratamento 
viscoelástico superficial restrito). 

 

 

Figura 14: Deslocamento transversal nodal 
associado ao ponto de interesse para vários 

valores de 2  (barra 4 com tratamento 
viscoelástico superficial restrito). 

 

 

Figura 15: Deslocamento transversal nodal 
associado ao ponto de interesse em função da 

temperatura (barra 4 com tratamento 
viscoelástico superficial restrito). 

 

 

Figura 16: Deslocamento transversal nodal 
associado ao ponto de interesse em função da 

espessura da camada viscoelástica (barra 4 com 
tratamento superficial restrito). 

 
Os resultados oriundos do Cenário 3 de simulação são por fim mostrados na Fig. 16. Como 

pode se constatar a partir desta, um aumento da espessura leva a um aumento no nível de amor-
tecimento proporcionado pelo material. Contudo, maiores amplitudes de movimento resultam de-
vido ao aumento de massa, ainda que este seja pequeno. 



 

 

 
Figura 17: Primeira frequência natural 1f   

em função de 2 . 

 
Figura 18: Forma modal associada à frequência 

natural 1 27,08f Hz para   2 0 . 

 

 
Figura 19: Segunda frequência natural 2f   

em função de 2 . 

 

 
Figura 20: Forma modal associada à frequência 

natural 2 81,76f Hz para   2 0 . 

 

 
Figura 21: Terceira frequência natural 3f   

em função de 2 . 

 

 
Figura 22: Forma modal associada à frequência 

natural 3 88,31f Hz para   2 0 . 



 

 

Análises modais foram conduzidas para o mecanismo de quatro barras flexível considera-
do para várias configurações do sistema, estas determinadas pela posição angular da barra 2, de-
notada por 2 . Fez-se uso tanto do software ANSYS® como de algoritmo desenvolvido em ambi-
ente MATLAB®. As três primeiras frequências naturais e as correspondentes formas modais (para 

2 0   ) obtidas de acordo com ambas as abordagens são mostradas nas Figs. 17 a 22 em função 

da configuração dada por 2 . Quanto aos erros relativos apresentados nas Figs. 17, 19 e 21, os 

mesmos foram calculados segundo:   1
MATLAB ANSYS ANSYSErro relativo [%] 100%f f f . 

Este artigo apresentou a fundamentação teórica de tópicos associados ao trabalho que 
vem sendo desenvolvido a nível de mestrado pelo autor, assim como resultados oriundos de simu-
lações numéricas. Enfoque foi dado ao procedimento de modelagem de sistemas que contêm 
múltiplos corpos flexíveis pela técnica que faz uso de referenciais flutuantes em conjunto com o 
método dos elementos finitos. Também foi considerado um modelo fracionário para o comporta-
mento de materiais viscoelásticos, bem como o procedimento para sua aplicação quando na utili-
zação de modelagem numérica através de elementos finitos. Resultados oriundos de simulações 
numéricas realizadas em ambiente MATLAB® e através do software ANSYS® quando na conside-
ração de um mecanismo de quatro barras flexível plano permitiram a validação do código desen-
volvido, o qual foi então utilizado para averiguação da aplicabilidade de materiais viscoelásticos 
para o controle passivo de vibrações em sistemas mecânicos que apresentam múltiplos corpos 
flexíveis. Esta se mostrou possível por possibilitar redução significativa nos níveis de vibração as-
sociados aos movimentos analisados. Inferências paramétricas envolvendo a temperatura de ope-
ração do sistema considerado e a espessura do tratamento viscoelástico superficial foram também 
conduzidas e permitiram comprovar numericamente alterações esperadas qualitativamente para a 
resposta do mecanismo. Trabalhos futuros envolvem a validação experimental dos resultados 
apresentados pela utilização da bancada experimental mostrada na Fig. 23. 
 

   

Figura 23: Bancada experimental a ser utilizada para validação dos modelos  
numérico-computacionais desenvolvidos em ambiente MATLAB®. 
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