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Resumo

No presente trabalho foi feita uma comparacdo da influéncia de diferentes esquemas
numeéricos de integracao temporal, com o intuito de verificar a influéncia desses esquemas quando
se utiliza o método espectral de Fourier na solu¢cdo espacial de uma equacao diferencial. No
presente trabalho compararam-se os métodos de “Euler”, “Euler implicito” e o “método de Runge-
Kutta de 4% ordem”. Como problema teste adotou-se a equacgdo da difusdo, onde os termos que
dependem das derivadas espaciais foram resolvidos utilizando o método espectral de Fourier. Os
erros foram calculados através do erro maximo (norma L infinita) e da norma L,. Foi observada a
influéncia da ordem numérica dos diferentes esquemas e do passo de tempo, o, nos testes
realizados. Além disso, o erro obtido pelo método de Runge-Kutta é menor, atingindo erros de
maquina em todos os testes realizados. Desta forma é possivel concluir que ao se utilizar um
método de alta acuracia em um espaco espectral, caso do método espectral de Fourier, deve-se
também utilizar um método de alta acuracia na discretizagdo temporal. Em seguida, foi feita uma
analise comparativa do custo computacional de diferentes transformada de Fourier (FFT's),
utilizando trés diferentes subrotinas encontradas na literatura: a FFTe, a FFTw e a FFTi. Os
resultados mostraram que as FFTw e FFTi sdo mais rapidas computacionalmente, obtendo
metade do tempo de simulagdo computacional comparada com a FFTe na resolucdo do mesmo
problema.

1. INTRODUCAO

A mecanica dos fluidos é uma area de grande importancia devido ao vasto nimero de
aplicagbes industriais e de escoamentos encontrados na natureza. Atualmente, métodos de
simulacdo numérica tém sido utilizados como uma alternativa de desempenho satisfatorio na
andlise de escoamentos.

O uso de codigos computacionais para simulacdo e estudo dos fenbmenos da mecanica
dos fluidos e transferéncia de calor e massa tem ganhado paulatinamente espago no ambito
académico e industrial. Por outro lado, as técnicas experimentais tém evoluido com o advento de
instrumentos nao intrusivos, ou seja, instrumentos de dimensdes microscopicas e de alta precisao
como Laser-Doppler, e o sistema de Velocimetria de Imagem de Particula, Particle Image
Velocimetry (PIV). A experimentacdo tem sido de grande importancia, pois tem o objetivo de
estudar e quantificar escoamentos de base como camada limite, escoamentos cisalhantes livres
(jatos, esteiras e camada de mistura), ou até mesmo escoamentos complexos, que sao utilizados
no setor industrial, e.g., como projetos de aeronaves, automoveis, edificacdes, entre outros.

Apesar disto, segundo Mariano (2011), o uso de métodos numéricos reflete em um menor
custo relativo ao uso de métodos experimentais, além de proporcionar maior dinamica no estudo
de diversos problemas.

A dindmica dos fluidos computacional, conhecida como CFD, estuda e utiliza métodos
numeéricos e computacionais para solugdo das Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s) associadas
a dindmica dos fluidos.



De acordo com Mariano (2011), as equacdes de Navier-Stokes sdo EDP's nédo-lineares
gue modelam matematicamente o comportamento dindmico dos fluidos. As EDP's resolvidas séo:
equacdo de transporte da quantidade de movimento linear, massa e energia. Desta forma,
segundo Ferziger e Peric (1996), € necessario escolher um método de discretizagdo adequado, ou
seja, um método que aproxima as equac0fes diferenciais ao sistema de equacdes algébricas com
variaveis no espaco e no tempo. Existem muitas formas de resolver numericamente essas
equacdes. Dentre elas podem ser citados os métodos das diferengas finitas, volumes finitos,
elementos finitos, métodos espectrais, ou mesmo a combinacdo entre eles. Dependendo do tipo
de escoamento que se queira resolver ou o tipo de fendmeno fisico que se queira estudar, um
desses métodos melhor se adéqua ao problema desejado.

No presente trabalho, foi utilizado o método espectral de Fourier para resolver uma
equacdo de difusdo, devido ao baixo custo computacional, quando comparado com outros
métodos de alta acuracia. Assim, na primeira parte do trabalho, foi resolvida uma EDP pelo
método espectral de Fourier e a discretizacao temporal desta foi feita utilizando-se o método de
Euler, o método implicito de Euler e o método de Runge-Kutta de quarta ordem. A analise dos
erros foi feita com a comparacdo destes resultados. Como esperado, observou-se melhores
resultados no método de Runge-Kutta, atingindo erro de maquina.

Na segunda parte do trabalho, foi feita uma analise comparativa do custo computacional
por meio de diferentes transformadas de Fourier, do inglés Fast Fourier Transform (FFT's), entre
elas estdo: FFTe, desenvolvida por Daisuke Takahashi; FFTw, desenvolvida por Matteo Frigo e
Steven G. Johnson que possui suporte técnico da intel Math Kernel Library (MKL) e a FFTi
desenvolvida pela prépria Intel.

2. ESTABELECIMENTO DO PROBLEMA
O objetivo do presente trabalho foi desenvolver um algoritmo que resolve uma equagéo

diferencial parcial difusiva, Eg. 1, a fim de comparar os erros entre as solugbes obtidas
numericamente e a solucao analitica sintetizada:

ou o°u
—=a——+ f(x,t 1
ot ox? (x9 @)

A Fig.1 mostra o dominio de calculo utilizado, onde pode ser observado um dominio
periédico.
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Figura 1: Dominio de célculo utilizado em funcéo da velocidade absoluta U(X,t) =cos(X).sen(t).




3. METODOLOGIA
3.1 Método Espectral de Fourier

Os métodos de alta ordem fornecem excelente acuracia, porém possuem desvantagens
devido ao alto custo computacional e a necessidade de resolver grandes sistemas lineares.

Os métodos espectrais € uma das alternativas entre as metodologias de alta ordem,
particularmente, o método pseudo-espectral de Fourier (MPEF), pois destaca-se devido a alta
acuracia, como dito anteriormente, e devido a alta ordem de convergéncia numérica aliados ao
baixo custo computacional, quando comparado com outros métodos de alta ordem. O uso deste
método pode alcancar até 10 digitos de acuracia, enquanto que o método das diferencas finitas ou
método dos elementos finitos obtém-se dois ou trés digitos, de acordo com Trefethen (2000).

Neste método é feita a transformacdo dos campos das variaveis primitivas, como
velocidade e presséo, para o espaco espectral de Fourier.

No presente trabalho utiliza-se o0 método espectral de Fourier, pois como nao temos o
termo néo linear a ser resolvido, ndo ha necessidade de resolver pelo método MPEF. Ao resolver
numericamente, as equacgdes de Navier-Stokes com o método espectral de Fourier pode-se usar a
Transformada de Fourier Discreta (DFT).

A DFT implica no uso de condigbes de contorno periddicas, o qual limita o uso da
transformada de Fourier para problemas de CFD. Porém, atualmente no Laborat6rio de Mecanica
dos Fluidos (MFlab), da Universidade Federal de Uberlandia (UFU), os pesquisadores vem
desenvolvendo uma metodologia hibrida denominada IMERSPEC, que é o MPEF acoplado com o
método da Fronteira Imersa (MFI), a fim de resolver problemas com condi¢c6es de contorno nao
periédicas. Souza (2005), iniciou no MFlab os estudos sobre o MPEF, na qual aponta as
vantagens de se utilizar esta metodologia. O IMERSPEC foi desenvolvido por Mariano et al.
(2007), Moreira et al. (2010) e por Queiroz et al. (2011) neste mesmo laboratério, e
posteriormente, foi aplicado na simulacdo de escoamentos sobre corpo imersos por Mariano
(2010).

Para aplicar a transformada de Fourier nas equacdes diferenciais, € utilizado um esquema
otimizado denominado Fast Fourier Transform (FFT), ou seja, Transformada Rapida de Fourier,
desenvolvido por Cooley e Tukey (1965) apud Briggs e Henson (1995), as quais as variaveis de
interesse passam por um processo de transformacéo linear. A FFT trabalha com o procedimento
denominado rotacéo de bit, tornando o calculo das transformadas de Fourier, muito mais eficiente,
pois 0 nimero de operacdes computacionais reduzem de O(N?) para O(Nlog,N), onde N é o
namero de pontos na malha discretizada.

Desta forma, devido ao baixo custo computacional torna-se atrativa a utilizagdo do método
espectral de Fourier para resolver as equacdes diferenciais parciais.

As Egs. 2 e 3 mostram, respectivamente, as transformadas: direta no espaco de Fourier,
espaco espectral, e a inversa de Fourier, espaco fisico, de uma fung¢éo qualquer:

(K. 1) = [g(%, t)e 2™ dx @)
H(X.1) = [H(K, D)ei2®dk 3)

onde ¢?(E,t) sdo os coeficientes de Fourier da transformada da fungdo ¢(X,t), i € o numero

imaginario dado por v-1 e k & o vetor nimero de onda, apresentado na Eqg. 6, que é parametro

de transformacgéao espacial de Fourier. O campo transformado, ¢?(Iz,t), estd no chamado espaco

de Fourier ou espaco espectral (simbolizado por ). Em contrapartida, 0 campo néo transformado
esta no espaco fisico.

Segundo Moreira (2011), a grande vantagem dessa transformacdo € que algumas
operacbes matematicas sdo simplificadas no dominio espectral, por exemplo, a operacdo de
derivada. Além disso, outra vantagem é que, normalmente, uma equacdo diferencial parcial se
reduz a uma equacao diferencial ordinaria. Por outro lado, outras opera¢gBes tornam-se mais
complicadas, como o produto entre duas fungdes.



A versao discreta da transformada de Fourier € denominada Transformada Discreta de
Fourier (DFT), e é definida pela Eg. (4), por Briggs e Henson (1995):

% —i27kn
b= 2 ¢e N 4)
N
n:—7+1

onde ¢, é o campo de velocidade discretizado com N nés de colocagéo, os quais representam os
nos da malha; n fornece a posicao x, dos nds de colocacédo, X, = n.Ax; Ax € 0 espacamento entre

dois n6s de colocacédo; k é o nimero de onda.

A Eqg. 4 é a aproximag&o numérica da transformada de Fourier, a qual € aplicada sobre os
nés de colocacdo de um dominio discretizado. Deve-se notar que para se trabalhar com a DFT, a
funcdo a ser transformada necessariamente deve ser periddica, ou seja:

d(X 1) =p(X+L,1) (5)

onde L € o comprimento do dominio na diregdo considerada. As rotinas DFT impdem
automaticamente a condicdo de periodicidade. Esta propriedade é a grande restricdo da
metodologia espectral de Fourier limitando o seu uso a problemas com condi¢fes de contorno
periddicas. Entretanto, com a fusdo do MFI com a MPEF, busca-se resolver esta restrigcao.

Para resolver a Eq. 4, utiliza-se o algoritmo proposto por Cooley e Tukey (1965),
denominada transformada rapida de Fourier - FFT. Encontram-se disponiveis varias sub-rotinas
gue calculam a FFT. No presente trabalho, foi utilizada a versdo 4.0 da sub-rotina FFTe de
Takahashi (2006).

Para a implementacdo do método espectral, é necessério calcular os nimeros de onda,
gue sdo usados na resolucdo das equacdes transformadas. Para utilizar a FFTe, os vetores
namero de onda sao calculados da seguinte forma:

27 (1) 1<n<N g
L, 2
k(n) = 2 N (6)
—(Mn-1-N) —+2<n<N
L 2

onde k € o vetor numero de onda, N é o niumero de nés de coloca¢cdo numa dada direcéo, L é 0
comprimento fisico do dominio nessa dada dire¢éo e n € a posi¢édo no vetor em uma dada dire¢ao
do dominio.

4. CONSTRUCAO DA EQUACAO PELO METODO DAS SOLUCOES MANUFATURADAS

Seja, a Eq. (7):
M0 ) @)
ot ox? '

onde, f(Xx,t) representa o termo fonte, que impde a solugdo pelo método das solucdes

7

manufaturadas, para satisfazer as restricbes da DFT. Assim, € proposta uma velocidade
U periddica na direcdo horizontal:

u(x,t) =cos(x).sen(t) (8)
Logo a Eq. (7) se torna,

du o4
Fiaw +cos(x).[cos(t) + asen(t)] 9)



Ao aplicar a transformada de Fourier em ambos os lados da equacao Eq. 9 obtém-se:

o0 6% ,
A% +c0s(X).[cos(t) + asen(t)] (10)

. . . d%u o
Aplicando as propriedades da transformada de Fourier, o termo —,- se torna (|k)2u,

ox?
onde i =+/-1, logo:
oa 2 A .
Pl —ak“0+ cos(X).[cos(t) + asen(t)] (11)

A

ou , . .
O termo E pode ser tratado com métodos usuais de tratamento para derivadas

temporais. Neste trabalho utilizou-se o método de Euler, Euler implicito e Runge-Kutta classico de
43 ordem.

5. RESULTADOS

O dominio mostrado, na Fig. 1, foi dividido em N pontos, onde N é o nimero de nés de
colocacdo numa dada direcdo, neste caso, na dire¢do horizontal X, onde estes pontos variaram
de N =16 a N = 256. Além disso, foi testado o coeficiente de difusividade, a, que é a constante da
Eg. 7 e o &, com o intuito de verificar a influéncia nos resultados da simulagéo.

Desta forma, foi realizada uma sequéncia de testes a fim de verificar os desvios entre o
campo de velocidade calculado e o seu valor analitico, como mostra a Tab. 1:

Tabela 1: Testes realizados para cada método de discretizagéo.

a=0,05ed5t=10°N=64e 0t =10°N=064ea=20,05
N =16 a=0,01 ot = 1076
N =32 a=10,05 ot = 1077
N =64 a=01 ot =101
N =128 a=0>5 ot =103
N = 256 a=10 ot =102

Os erros obtidos foram calculados de duas maneiras: erro maximo L.. e norma L,, onde os
calculos séo dados pelas Eq. 12 e Eq. 13, respectivamente.

L, = max|u, — u,| (12)

_ Z(ue — Uy )2
L, . (13)
onde u, é o valor analitico da velocidade horizontal Eq. 8, e u. é 0 valor calculado da velocidade
horizontal utilizando a Eq. 11 e N € o numero de nos de colocacgéo.
A Fig. 3 mostra a evolucdo temporal das normas L. e L, para a simulacdo com a = 0,05,

N=64e &t=10°
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Figura 3: Evolucdo temporal das normas: L. e L,, para o método de Euler Implicito com
a=0,05N=64¢e &=10°

Outra analise foi feita comparando o método de Euler e o método de Euler implicito, para
St =10"°e a = 0,05, de acordo com a Fig. 4 n&o existe muita diferenca entre eles.
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Figura 4: Comparacéo dos erros pela norma L,, para o método de Euler e Euler implicito e
N=64,a=0,05e &=10"

A Fig. 5 mostra uma comparacéo feita entre os alfas com & = 10° e N = 64, para o método
de Euler Implicito. Pode ser observado que quanto maior o valor do a menor o erro obtido.
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Figura 5: Comparagéo entre os diferentes coeficientes de difusividade, a para o método de Euler
implicito com N =64 e &t =10°.

Quando se compara com o Método de Runge-Kutta de 42 ordem para o &= 10° e
a = 0,05, a diferenca do erro com o método de Euler é visivelmente significante, para ambos os
erros calculados: absoluto L. e horma L,, como mostrada na Fig. 6. Vale lembrar que foi utilizada
dupla precisdo nos calculos, desta forma, os erros observados estdo na ordem de erro de
truncamento de maquina, como esperado para 0 método espectral de Fourier.
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Figura 6: Comparagéo entre os erros: absoluto L.. e norma L,, pelo método de Runge-Kutta e
& =10°

Outra analise foi feita variando o Jt, a Fig. 7 mostra o erro para o método de Runge-Kutta.
Em todos os casos os erros de arredondamento sdo obtidos. Porém, pode ser observado que
para menores valores de dt, o erro é maior. Este fendbmeno é explicado devido a necessidade de
realizacdo de um numero maior de passos de tempo para percorrer um mesmo intervalo de
tempo. Desta forma fazem-se mais célculos proximos aos erros de maquina, dos quais nao se tem
controle, o que faz com que o erro se acumule.
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Figura 7: Variacdo do &t na norma L,, pelo método de Euler Implicito com N = 64 e a = 0,05.

Fazendo a mesma analise para o caso do método de Euler Implicito foi observado que,
para menores valores de dt, menor é o erro, diferente do caso do método de Runge-Kutta, devido
ao fato de ndo ter alcangado o erro de maquina.

Outro teste realizado foi a andlise do numero de nés de colocagéo (N), para o método de
Runge-Kutta, 0 método de Euler e 0 método de Euler Implicito, em ambos os casos hao houve
discrepancias nos erros com o refinamento da malha.

Tabela 2: Analise do erro para verificar qual &t maximo cada método suporta.

Erros L.

ot |Meét. Euler ImplicitoMét. Euler|Mét. Runge-Kutta
10—06 10—0? 10—0? 10—1-1
10—05 10—06 10—06 10—1-1
10—0-1 10—05 10—05 10—14
10—03 10—0-1 10—04 10—15
10—02 10—03 10—03 10—12
10—01 10—02 10—19 10—08

1 107% 10713

2 107
10+o! 1,5
10103 5,0

Para finalizar esta primeira parte, uma comparacao foi feita a fim de verificar qual o &t
maximo cada um dos métodos suportam. Para isto, 0 ot foi aumentado devagar e verificado até
onde cada método suporta sem divergir. A Tab. 2 nos mostra estes resultados.

Analisando a Tab. 2 pode ser verificado que: com o método de Euler o programa diverge
com Jt = 0,1 [s], enquanto que o método de Runge-Kutta diverge com Jt = 1,0 [s]. Ja o método
de Euler Implicito, ndo diverge, mesmo para um intervalo de discretizacdo de tempo bem
elevados. Isto pode ser explicado, pois os métodos implicitos s&o incondicionalmente estaveis.



5.1 Uso e andlise comparativa de diferentes FFT’s

Nesta segunda parte do trabalho teve-se como obijetivo, avaliar o custo computacional de
diferentes algoritmos de FFT's. Através da Fig. 8 (Frigo e Johnson, 2009), foi possivel observar a
eficiéncia computacional de outras FFT's, além daquela utilizada atualmente no MFLab, desta
forma, isto motivou verificar o custo computacional de outras FFT's.
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Figura 8: Avaliac@o da velocidade computacional de diferentes FFT's com o0 aumento dos nés de
colocacéo N, figura retirada de: http:// www.fftw.org/speed/CoreDuo-3.0GHz-icc64/.

As FFT's utilizadas para se fazer as comparacdes foram: FFTe, desenvolvido por Daisuke
Takahashi (atualmente utilizada no MFLab), FFTw, desenvolvido por Matteo Frigo e Steven G.
Johnson que possui suporte técnico da intel Math Kernel Library (MKL) e a FFTi desenvolvido pela
prépria Intel.

Para a implementacéo das transformadas FFTw e FFTi no programa desenvolvido para o
presente trabalho, foi realizado um estudo dessas subrotinas pelo suporte técnico dado pela Intel,
com o objetivo de implementar estas subrotinas no codigo computacional.

A maneira mais eficiente de verificar o custo computacional das FFT's foi realizar a
transformada direta e inversa de Fourier para uma funcéo simples sem qualquer interferéncia do
tempo ou de outras variaveis. Para isto, foi utilizada a funcao dada pela Eq. 14:

f (x) = sen(x) (14)

Desta forma, foi realizados testes de transformacédo para o espago espectral e, logo em
seguida, uma transformacéo para o espaco fisico, ou seja, foi utilizada a transformada direta (Eq.
2) e inversa de Fourier (Eq. 3) vérias vezes, a fim de estimar o tempo computacional médio.

A Tab.3 mostra o custo computacional, utilizando dupla precisdo, quando se faz a
transformada de ida e de volta.



Tabela 3: Custo computacional das FFT's testadas, com o aumento da quantidade de nés de

colocacéo N.
Custo computacional [ s ]

N FFTe FFTw FFTi

8 0.0012 0.0011 0.0015

16 0.0046 0.0042 0.0045
32 0.0047 0.0044 0.0033
64 0.005 0.0041 0.0045
128 0.0078 0.0049 0.0048
256 0.0106 0.0077 0.0096
512 0.0121 0.0121 0.011
1024 0.0181 00126 0.013
2048 0.0206 0.0148 0.0154
4096 0.0318 0.0223 0.0224
8192 0.0583 0.0342 0.0346
16384 0.1027 0.062 0.0573
32768 0.1865 0.1058 0.1046
65536 0.367 0.2048 0.1999
131072 0.7243 0.3959 0.3875
262144 1.4153 07711 0.759
524288 2.8444 1.5294 1.5072
1048576 5.6225 29835 3.1817
2097152 12.219 6.439 6.54
4194304 24.617 13.024 1317
8388608 49.128 26.182 32.887
16777216 99.961 54.142 55:152

Pode ser observado que o tempo computacional gasto, pelas FFTw e FFTi para resolver a
funcdo dada pela Eg. 14, foi aproximadamente 50% menor que o custo computacional obtido pela
FFTe, para um numero de nés de colocacdo elevado, N>131.072. Além disso, os resultados do
custo computacional obtido pela FFTw e FFTi foi praticamente o mesmo.

A andlise da acuracia das FFT's também foi verificada. Para este caso, foi implementado
as subrotinas das FFTw e FFTi no cédigo da EDP difusiva, o qual foi utilizado para fazer os testes
a primeira etapa. Logo, a EDP utilizada foi dada pela Eq. 7. O tempo total de simulacdo foi de 100
[s] para todos os casos, assim como o & = 10 [s], com dupla precisdo em todos os testes.

Para todas as FFT's utilizadas foi alcancado o erro de truncamento de maquina, o que

mostra a eficiéncia das FFTw e FFTi.

6. CONCLUSAO

No presente trabalho foi feito um estudo da andlise dos erros utilizando o método de Euler,
Euler Implicito e Runge-Kutta para a resolugdo de uma EDP através do método espectral de
Fourier. Os resultados foram obtidos calculando os erros maximo L.. e a norma L,. A analise entre
0os métodos de discretizagdo temporal mostrou que o método de Runge-Kutta € o mais eficiente,
com erro de maquina obtido para todos os casos testados.

Além disso, foi verificado qual o valor maximo de &t que cada método suporta sem
divergir. O método de Euler divergiu com ¢t = 0,1 [s], 0 método de Runge-Kutta com ot =1 [s] e
o0 método de Euler Implicito ndo diverge, mesmo para um elevado ot .
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Na segunda parte do trabalho, a analise de tempo computacional foi realizada a fim de
verificar a eficiéncia de outras FFT's, além da FFTe que é a utilizada atualmente no MFLab. Os
resultados mostraram que o uso das FFTw e FFTi sdo mais rapidas computacionalmente, com
metade do tempo computacional gasto pela FFTe. Além disso, os erros dado pela norma L.. e L,
mostraram a mesma acuracia para todas as FFT’s testadas. Porém, testes adicionais séo
necessarios para verificar se vale, realmente, a pena a mudanca de FFT.
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