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RESUMO

No presente trabalho resolve-se numericamente a equacéo de difusdo para a equacéo da
energia em uma barra unidimensional pelo seguinte esquema numérico: método dos volumes
finitos e espectral de Fourier. Para a integragao temporal utilizou-se o esquema de Euler. O cdédigo
implementado ¢é validado resolvendo-se a equacgéo de difusio linear com solugdo manufaturada.
Resultados numéricos mostram: primeiramente o bom comportamento para do método espectral
com os menores erros em relacdo ao método de volumes finitos, e a limitagdo do método de
avanco temporal de Euler.

INTRODUGAO

O processo para a solugao de problemas de engenharia encontra-se a sua disposicao trés
diferentes métodos de solucdo: método analitico, experimentagcdo em laboratério e métodos
numeéricos (Maliska, 1995).

Os métodos numéricos apresentam uma grande vantagem com relacdo aos demais
processos de solucdo de problemas, como: tornar possivel a solugcdo de problemas com
condi¢cbes de contorno e geometrias complexas e seu custo é inferior ao experimental.

Na dinamica dos fluidos computacional utilizam-se varias metodologias para a solugao de
problemas, dentre elas destacam-se duas: o Método de Volumes Finitos (MVF) e o Método
Espectral de Fourier (MEFO).

O MVF consiste em dividir o dominio em um numero finito de volumes que corresponderao
as células da malha (Patanka, 1980). Em cada volume de controle € entdo aplicadas as equagdes
com o objetivo de obter equagdes algébricas lineares, o niumero de incégnitas correspondera ao
numero de volumes da malha vezes o numero de variaveis.

O MEFO consiste na solucao da equacao diferencial utilizando uma somatéria dos termos
de uma série de Fourier, ou seja, uma integral discreta no dominio (DFT). Assim o problema nesta
metodologia apresenta uma transformagado de dominios, um dominio fisico € um dominio
espectral. Sendo que ambas se relacionam através relagdes de reciprocidade (Bringgs, et al.,
1995).

O presente trabalho compara os métodos dos volumes finitos e espectral de Fourier,
utiizando de um estudo da equagdo da difusdo manufaturada, transiente, periddica,
unidimensional, trés diferentes incrementos temporais e quatro malhas diferentes.

DESENVOLVIMENTO
Modelo fisico
O modelo fisico consiste em analisar a distribuicdo de temperatura em uma barra

unidimensional Fig(1), com as propriedades dadas pela seguinte tabela 1:

Tabela 1: Propriedades do solido em analise:

Variaveis Valores
L 21T [m]
a 1,0 [m%s]

Onde L é o comprimento da barra, e a é o coeficiente de difusidade térmico


http://www.mecanica.ufu.br/node/95

L= 2n

Figura 1 — Dimensao do dominio fisico.
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Modelo Matematico
O modelo matematico é baseado na equacdo da difusidade térmica, que assume a
seguinte forma:

dT k dT?
e B 1
dt pcp dX2+ M

Onde k é o coeficiente de condugdo térmica, p é a densidade do material, e ¢, é o
coeficiente de calor especifico a pressao constante.
Com o objetivo de adimensionalizar a Eq.(1) usou-se:

T* _ T_TO

=T 2)

Onde o T* é a temperatura adimensional, T é temperatura de calculo, T(=1,0 e T;=-1,0 sado
as temperaturas de referéncia, dado pelos valores maximos e minimos da condic&o inicial.
O tempo é adimensionalizado utilizando do coeficiente difusivo (Incropera, 2008).

_ta
T—E (3)

E o comprimento da barra € dado como:

P X
Xt =1 )

Assim a Eq.(1) € escrita como se segue:

dT* _ d?T*
dr  dx*?

+ B (5)

Onde T* representa a temperatura adimensional, x € o comprimento adimensional e B o
termo fonte.

Para completar o modelo matematico sdo definidas as caracteristicas do problema i.e., as
condi¢des iniciais e as condigdes de contorno. Na tabela a seguir encontram-se as caracteristicas
do problema:

Tabela 2: Caracteristicas do proposto:

Condicao de contorno Periddica
Condicao de inicial Sin (x)
Avanco temporal CFL (nimero de Courant)
C. Ax?
CFL = - (6)

Onde C é uma constante, que assume os valores de: 1,0; 0,1; 0,01 e 0,001.



Modelo Numérico

Diante do problema acima, foi proposto primeiramente a solu¢gdo usando o método de volumes
finitos, baseado na integral volumétrica no volume elementar onde as derivadas sdo aproximadas
utilizando de diferencas centradas. Malhas uniformes com: 32, 64, 128 e 256 volumes.

Ax

sSe
L
m

Figura 2 — Esbocgo das divisdes realizadas, com as seguintes variaveis do método de volumes
finitos.

A figura 2 apresenta trés divisbes do dominio, onde W é o centro da célula a oeste do ponto P,
ponto na célula de calculo, E é o ponto no centro da célula a leste do volume P, assim (e) e (w)
sao posicdes das faces do volume P. Os & sao as distancias do centro das células vizinhas,E e W,
com o de P e A é o comprimento infinitesimal do volumes.

A solugao exata imposta para o presente trabalho foi dada por:

T* = sin(x").cos(t) (7)

Assim com a finalidade de obter o termo fonte para equagdo da energia, e assim obter a
solugado manufaturada, fez-se:
Primeira derivada no tempo:

T, = — sin(x*).sin(7) (8)

Segunda derivada no espaco:

T, = cos(x*).cos(T) (9)

T, = —sin(x*).cos(T) (10)

Desta maneira substituindo as Eq.(8) e Eq.(10) em Eq.(5) tem-se o termo fonte como se
segue:

—sin(x*) * sin(t) = —sin(x*) * cos(t) + B (11)

B = sin(x*).[— sin(t) + cos (7)] (12)

Consequentemente a equagdo com o termo-fonte ja discretizada em volumes finitos
encontra-se a seguir:

Tt _ [(@) _ (w)] + sin(x*) . [~ sin(7) + cos (7)] (13)

AT &xe Sxw

Método Espectral

Uma das metodologias que apresentam uma excelente precisdo numérica é a espectral
que tem como grande vantagem a utilizacdo da “Fast Fourier Transform” (FFT), algoritimo que
calcula as transformadas de Fourier de forma muito eficiente (Bringgs, et al., 1995).



A figura a seguir apresenta como € obtida os valores de qualquer variavel em ambos os
métodos, Espectral e Volumes Finitos, assim mostrando melhor precisdao do primeiro.

Método Espectral

Métodos dos Volumes Finitos
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Figura 3 — Representa o modo como € obtido as informagdes para a célula de calculo para
os diferentes métodos (Mariano, 2010).

Assim, a equagao da energia, com o termo fonte é escrita na metodologia Espectral como
se segue:

T;‘Hdt_,i‘\*t

= i2k2T* +B (14)
At

Onde T~ representa a temperatura transformada, k o nimero de ondas do espectro, a o
coeficiente condutivo e B o termo-fonte transformado, que apresenta a mesma expresséo do
método anterior.

Para solugao, desta utilizou-se a FFTW, o avanco temporal Euler com CFL variando de 1,0
a 0,001 em uma razéo de 10, e malha 32, 64, 128 e 256.

RESULTADOS
Os resultados sao apresentados através da comparagao da norma L, dada por:

L, = \/Z(Tcalculado_Ttec'>n'co)2 (15)
2 Numero de pontos
Para os casos simulados a primeira imagem € a condigéo inicial (linha tracejada) e a linha

cheia representa a barra, assim a temperatura variando com o sin (x) apresenta-se uma amplitude
de 1,0e-1,0 [u.T.].
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Figura 4 - Distribui¢cdo inicial de temperatura para o dominio de 21r.
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Figura 5 - Andlise de convergéncia espacial comparando diferentes CFL (A) método de
Volumes finitos; (B) método Espectral

A figura 5 mostra a norma L, para ambas as metodologias em estudo, com as malhas de
32, 64, 128 e 256, bem como para os CFL de 1,0; 0,1; 0,01 e 0.001.

Observa-se que em (B) a auséncia da curva da norma L, para o CFL de 1,0; pois a
solugcido neste caso divergiu como é esperado para o método de Euler, devido ao elevado CFL
ultrapassar os limites de estabilidade do método (Canuto, et al., 2006).

Em (A) os resultados mostram que o erro, do método de volumes finitos apresentam uma
reducao préoxima da tedrica O(1), primeira ordem, enquanto que em (B) a redugao praticamente
linear do erro, aproximando do erro tedrico de segunda ordem O(2).
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Figura 6 — Comparacgao da norma L, para ambos os métodos utilizando o mesmo CFL 0,001.

A figura 6 mostra a norma L, para todas as malhas simuladas, para o CFL mais baixo,

observa-se, a melhor aproximagao da solucéo do problema é utilizando o método espectral.

Apesar do erro variar na ordem de +/- 10 para o método de volumes finitos e entre +/- 10°

a +/- 10°, para a método espectral,é perceptivel observar na Fig.5 que a metodologia espectral
apresenta um decaimento maior comparando com a metodologia de volumes finitos, isto se da ao
fato que o método de volumes finitos utiliza uma interpolagcdo da propriedade (temperatura) na
face do volume, assim considerando que a mesma permanece constante no interior de cada
volume, e para o método espectral para o calculo da propriedade em cada divisdo da malha utiliza
de todos os pontos de colocagao do dominio.
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