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Resumo: Uma classificacdo de uma familia de manipuladores com 3 juntas rotacionais (3R) é
estabelecida. Esta classificacdo é baseada na topologia de seu espaco de trabalho. A topologia do
espaco de trabalho é definida conforme o nimero de solu¢Ges do modelo cinematico, 0 nimero de
cuspides e nds que aparecem nas curvas singulares. O espaco dos parametros de projeto € dividido
em nove dominios com diferentes topologias do espaco de trabalho, onde os manipuladores
possuem propriedades cinematicas globais similares. Cada superficie de separacédo € dada como
uma expressao explicita dos parametros de Denavit-Hartenberg.

Palavras-chave: manipulador 3R ortogonal, espaco de trabalho, topologia dos manipuladores,
singularidade.

1. INTRODUCAO

Este trabalho tem por objetivo classificar uma familia de manipuladores baseando-se na
topologia do seu espago de trabalho.

A familia estudada é composta de manipuladores com 3 juntas rotacionais, com eixos
ortogonais (0 = -90° a3 = 90°) e sem defasagem sobre o Ultimo eixo (13 = 0). O estudo deste tipo de
manipulador ¢ feito em funcdo dos Pardmetros de Denavit-Hartenberg (Khalil and Dombre, 1999).
As variaveis 0;, 0,, 05 representam os angulos de entrada dos atuadores. A topologia sera estudada
em func¢do dos parametros d,, d3, d4 e 12, uma vez que considera-se r;=0.

A Figura 1 apresenta a arquitetura cinematica de um manipulador da familia estudada na
configuragdo zero.

9,

(b)
Figura 1: Manipulador Ortogonal Estudado
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A abordagem do trabalho comega pelo modelo geométrico direto (MGD) dado pela Equagao 1:

X= [dz + (d3 +d,c, )C2]Cl - (rz + d4s3)sl
y=[d2+(d3+d4c3)cz]sl—(r2+d4s3)c1 (1)
i _(d3 +d,c, )Sz
A matriz jacobiana J do manipulador pertencente a esta familia ¢ dada por:
-s,c,d, —c,r, 0 —-s,d,
J= s,5,d, +5,r, d, +c,d, 0 (2)
c,d, +c,c,d, +d, 0 c,d,
E o seu determinante ¢ dado conforme a Equagdo 3:
det(J) = d4(d3 +d,c, )[d233 +(d353 +(d3S3 —I,C; )Cz )] 3)

O estudo da familia de manipuladores se baseia na topologia das superficies de singularidades
no espago de trabalho. Estas singularidades sdo definidas como os lugares onde o det(J) se anula.
Tais lugares dividem o espaco articulado em diferentes zonas (dominios conexos do dominio
articulado acessiveis) desprovidas de singularidades. Para a maioria dos manipuladores industriais
estas zonas sdo dominios de unicidade das solu¢des do modelo geométrico inverso (MGI). Borrel
(1986) afirma que uma zona esta associada a uma posi¢do do manipulador.

O conhecimento dos lugares de singularidades ¢ importante para o comando dos robds no
espaco de trabalho, pois existe uma relacdo entre as propriedades cinemdticas globais de um
manipulador e a topologia dos lugares das singularidades.

A topologia de uma superficie de singularidade no espaco de trabalho pode ser caracterizada
pelo niimero de solugdes do modelo cinematico, nimero de ctspides e nés. Um ponto de no ¢ a
intersecdo de duas singularidades. El Omri (1996) classifica como manipuladores cuspidais os
manipuladores com 3 graus de liberdade que podem mudar de posi¢do sem passar por uma posi¢ao
singular, se e somente se, existem em seu espago de trabalho 3 solugdes do MGI que coincidem. Tal
ponto ¢ denominado ponto de cuspide. Neste trabalho sera visto que um manipulador pode ter 0, 2
ou 4 pontos de cuspides, 0, 1, 2, 3 ou 4 pontos de ndés e que existem exatamente 9 topologias
diferentes de espago de trabalho. Estes pontos singulares sao um modo eficaz para caracterizar a
topologia do espaco de trabalho.

M¢étodos numéricos ou graficos podem ser utilizados para verificar as condi¢cdes de existéncia
de pontos de ctspides (El Omri, 1996). Uma vez que a existéncia de um ponto de cuspide prova que
o manipulador ¢ cuspidal, isso pode ser utilizado como critério de classificacdo. Para isto, ¢
necessario que o polindmio P(t) obtido através do modelo geométrico inverso (MGI), dado na
Equacdo 4, admita uma ou vdrias raizes triplas. Se existir pelo menos uma, pode-se afirmar que o
manipulador ¢ cuspidal, e reciprocamente.

P(t)=at* +bt’ +ct” +dt+e, onde, t = tan(,/2) )

O polindmio admite raizes triplas quando o sistema (5) possui solugao (Buchberger, 1982).
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P(t)=0
oP(t)

S(tab.c.d.e)=1— =0 (5)

O°P(t)
ot?

A Figura 2 mostra a se¢do do espaco no plano (r, z) (Bergamaschi, 2004) de um manipulador
que nao tem pontos de cuspides nem nds. O espaco de trabalho forma uma regido central interna
sem solucdo e uma regido externa com 2 solugdes no MGI (envoltéria regular).
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Figura 2: Manipulador com 0 pontos de ctspide e 0 nos

A Figura 3 mostra a se¢do do espago de trabalho de outro manipulador da mesma familia.
Contudo, verifica-se a formacdo de 4 pontos de clspide, mas sem a presenca de nds. Na se¢do do
manipulador pode-se observar também uma regido interna com 4 solugdes no MGI e uma regiao
externa com 2 solucdes no MGI.
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Figura 3: Manipulador com 4 pontos de ctspide e 0 nos

Observando a Figura 4 pode-se notar a existéncia de 4 pontos de cuspide, 4 nds, 2 regides com
2 solucdes no MGI e 3 regides com 4 solugdes no MGI.
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d2=08d3=20d4=502=10 d2=09 d3=2 dd=5 2=1

Figura 4: Manipulador com 4 pontos de ctspide e 4 nos

Estes trés exemplos de manipuladores dao uma idéia da diversidade das topologias do espago de
trabalho que pode ser encontrado na familia do manipulador estudado. Em outras palavras, eles
demonstram a importancia de estudar as singularidades no espaco de trabalho e mais precisamente a
presenga ou ndo de pontos de cuspide e nds.

A resolugdo do sistema polinomial S dado pela Equagdao 5 consiste em dividir o primeiro
quadrante do espago dos parametros ds, ds e r; em varias regides onde o niamero de solucdes do
problema ¢ constante. Efetuando varias mudancas de variaveis das bases de Groebner tem-se um
sistema triangular (Corvez, 2002). Assim, a resolu¢ao do problema inicial reduz-se a resolugdo de
um novo sistema triangular. O estudo e analise deste sistema triangular permite obter 5 polindmios,
dados abaixo.

fir2ed?-d2=0 (6)
f2:dj[(1+r22+d§)z—4d32kr22—df—df)—rjdf:O %)
Ict:r)d,—d,+d, =0 (®)
Zy, 1 (dy—17(d2 —d2)+ r2d2 = 0 ©)
Z,, : (dy +1F(d2 = d2 )+ r2d2 = 0 (10)

Cada combinagao de sinal dos 5 polindmios define varias regides onde todos os manipuladores
tétm o mesmo numero de pontos de cuspide. Estas superficies permitem dividir o espago dos
parametros, tendo 0, 2 ou 4 pontos de cuspide. O problema se d4 em poder reagrupar o maximo de
regides adjacentes em um dominio. Um dominio € caracterizado por um conjunto de manipuladores
tendo as mesmas propriedades. Em outras palavras, o dominio ¢ dado pelos pontos que pertencem
as superficies definidas por: f, f,, Ict, Z, e Z,.

A Figura 5 mostra a secdo plana (ds, d4) para um r, dado, fornecendo uma idéia sobre o numero
de dominios que se pode ter, bem como as superficies de separacdo. Esta secdo ¢ dividida em vérias
zonas correspondentes a um mesmo numero de pontos de cuspide. Para cada par de pardmetros (ra,
d3, d4) ha um manipulador correspondente.

No caso da familia de manipuladores estudado existem trés casos de manipuladores, com 0, 2 e
4 pontos de cuspide. Estes trés casos sao divididos em 5 dominios diferentes delimitados por 4
superficies, C;, C,, C; e C4 (Baili, 2004). Vé-se claramente a existéncia de duas zonas
correspondentes aos manipuladores tendo 4 pontos de cuspide (dominios 2 e 4), uma zona
correspondente aos manipuladores tendo 2 pontos de cuspide (dominio 3) e duas zonas
correspondentes aos manipuladores nao cuspidais (dominios 1 e 5).
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Figura 5: Se¢do plana de (d3,ds) do espaco de trabalho para r, =2,0

E possivel mostrar que existem somente 5 tipos diferentes de manipuladores, determinar as
equagdes das superficies de separagdao e estudar as transi¢des entre os 5 tipos de manipuladores
(Baili, 2004). A abordagem comega pela representagdo destes 5 tipos de manipuladores
determinando em seguida as equagdes das superficies que delimitam os 5 dominios
correspondentes.

2. APRESENTACAO DOS 5 TIPOS DE MANIPULADORES CORRESPONDENTES AOS 5
DOMINIOS

Os dominios segundo o nimero de pontos de cuspide ¢ dividido em varios sub-dominios que
contenham um mesmo numero de nds, conforme apresentado na Figura 6. Cada sub-dominio define
uma topologia do espago de trabalho denotado WTj(a.,), onde a representa o nimero de pontos de
cuspide e B o numero de pontos de nds. As superficies que separam duas topologias de espago de
trabalho diferentes em um mesmo dominio podem ser obtidas de forma geométrica, sendo dadas
por C], Cz, C3, C4, E1 € Ez (Baili, 2004)
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Figura 6: Divisao do espago dos parametros segundo o nimero de pontos de cuspide e nds,
considerando r, = 1
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2.1 Dominio 1

Todos os manipuladores que pertencem a este dominio sdo binarios e tém uma cavidade
toroidal no seu espaco de trabalho, ndo possuem pontos de cuspides e nem nds. O manipulador
apresentado na Figura 7 caracteriza o primeiro tipo de manipulador. Esta topologia do espago de
trabalho é denominada de WT;.
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Figura 7: Manipulador do tipo 1, WT; (0,0)

M

2.2 Dominio 2

As Figuras 3 e 8 caracterizam dois manipuladores que pertencem ao dominio 2, possuem 4
pontos de cuspide, mas ndo apresentam o mesmo numero de noés: 0 ndés no primeiro € 2 nds no
segundo. A topologia do espaco de trabalho WT, ¢é representada pela Figura 8 (manipulador
quartenario com 4 pontos de cuspide, 2 nés, uma cavidade toroidal, duas zonas com 4 solucdes e
uma zona com 2 solugdes no MGI) enquanto que WT; (manipulador com 4 pontos de cuspide, 0
noés, sem cavidade toroidal, uma zona com 4 solugdes e outra com 2 solugcdes no MGI) ¢
representado pela Figura 3.
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Figura 8: Manipulador do tipo 2, WT, (4,2)

A transi¢do entre as topologias WT, e WT; € tal que os dois segmentos laterais da superficie de
singularidade interior no espago de trabalho sdo tangentes, conforme Figura 9.

Esta transicao corresponde ao limite entre os manipuladores que contém e que ndo contém uma
cavidade toroidal no seu espago de trabalho.
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Figura 9: Transi¢do entre WT, e WTs
2.3 Dominio 3

Os manipuladores que pertencem a este dominio possuem 2 pontos de cuspide sobre a
superficie de singularidade interna e possui a forma de um peixe. As duas zonas contidas na
superficie de singularidade interna tem 4 solu¢des no MGI, e a regido delimitada pelas superficies
de singularidade interna e externa possui 2 solucdes, conforme Figura 10.
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Figura 10: Manipulador do tipo 3, WTs(2,1)
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Partindo do espago de trabalho do manipulador caracterizado pela Figura 8§ e aumentando
progressivamente d4, a superficie de singularidade interna se deforma de uma maneira continua e da
lugar a outro manipulador do tipo 2. Este manipulador tem 4 pontos de cuspide e 2 nds sobre sua
superficie de singularidade interna: esta superficie forma 3 zonas com 4 solu¢des no MGI cujas
duas situagdes nas extremidades se assemelham a 2 rabos de peixe (Figura 11). Quando se aumenta
muito ds4, a superficie de singularidade interna continua a se deformar e obtém-se o manipulador
correspondente a Figura 10.

Uma outra topologia do espago de trabalho representada pelo manipulador caracterizado pela
Figura 11 estd contida no dominio 2. Esta topologia do espaco de trabalho denotada WT4 contém 4
pontos de cuspides e 2 nés no plano z=0. Estes nds sdo diferentes daqueles do WT,, pois ndo
delimitam uma cavidade toroidal, mas uma regiao de 4 solugdes no MGI.
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Figura 11: Topologia do espaco de trabalho WT4, WTg(4,2)

A transi¢do entre as topologias dos espacos de trabalho WTs e WT, € tal que os segmentos
singulares superior e inferior no espago de trabalho sdo tangentes. O manipulador caracterizado pela
Figura 12 ilustra esta transicao.
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Figura 12 Transi¢cdo entre WT3 e WTy
2.3.1 Dominio3e5

No espaco de trabalho, a superficie interna contém 2 pontos de ctispide (dominio 3) ou 0 pontos
de cuspide (dominio 5). Esta superficie de singularidade interna pode ser inteiramente contida na
superficie de singularidade externa (caso das Figuras 10 e 13). Mas ela também pode interceptar a
superficie de singularidade externa, o que faz aparecer dois nds. Assim, a Figura 14 caracteriza um
manipulador que pertence a topologia do espacgo de trabalho WTs, que tem 2 pontos de cuspide e 3
nos.

A Figura 13 corresponde a um manipulador sem pontos de ctspide do tipo 5, WTs (0,0). Ao
contrario de um manipulador do tipo 1, a superficie de singularidade interna ndo ¢ definida por uma
cavidade toroidal, mas sim por uma zona com 4 solu¢des no MGI.
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Figura 13: Manipulador do tipo 5, WTs(0,0)
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Figura 14: Topologia do espaco de trabalho WT¢(2,3)

Da mesma forma, a Figura 15 caracteriza um manipulador que pertence a topologia do espago
de trabalho WTy, esta topologia corresponde ao manipulador tendo 0 pontos de cuspide e 2 nos.
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Figura 15: Topologia do espaco de trabalho WTo(0,2)

A transicdo de WTs e WTg e a transicdo entre WTg e WTy sdo definidas pelos manipuladores
cuja superficie de singularidade interna ¢é tangente a superficie de singularidade externa. A Figura
16 caracteriza um manipulador cujos parametros de DH conferem a equacdo da superficie de
separagdo das duas topologias do espaco de trabalho WTs e WTg.
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Figura 16: Transi¢cdo entre WTs e WTg

A Figura 17 caracteriza um manipulador que pertence a superficie que separa as duas
topologias do espago de trabalho WTg e WT,.
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Figura 17: Transi¢cdo entre WTg e WTy

Geometricamente, esta transicao se produz quando se deixa diretamente o espacgo de trabalho,
saindo da regido com 4 solucdes no MGI (delimitado pela superficie de singularidade interna)
mudando-se no plano z=0 e aproximando-se do eixo r=0 (Figuras 16 e 17).

2.4. Dominio 4

Os manipuladores sdo do tipo 4 (WT>) e possuem 4 pontos de cuspide e 4 nos (Figura 18). Os 4
pontos de ctspide sdo compartilhados com igualdade entre as superficies de singularidade interna e
externa. Aumentando o parametro ds, obtém-se um manipulador entre aquele da Figura 10 e o da
Figura 18. Este manipulador intermedidrio ¢ do tipo 3 com 2 nds suplementares resultantes da
intersecao entre as superficies de singularidade interna e externa no espago de trabalho.
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Figura 18: Manipulador do tipo 4, WT7(4,4)
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3. CONCLUSOES

Uma familia de manipuladores com eixos ortogonais, considerando r;=0, foi classificada
segundo a topologia do espaco de trabalho, considerando o niumero de pontos de cuspides e de nos e
o numero de solugdes no MGI. Foram apresentados 5 tipos de manipuladores e os 5 dominios
correspondentes. Os 5 dominios foram subdivididos em fun¢do do niimero de nos, sendo possivel
identificar 9 regidoes (WT; a WTy). Em cada topologia foi identificado o numero de zonas com 2 ou
4 solugdes no MGI.

4. AGRADECIMENTOS
Os autores agradecem o suporte da FAPEMIG.

5. REFERENCIAS

Baili, M. and Wenger Ph., Chablat D., 2004, “Analise et Classification de Manipulateur 3R a axes
Orthogonaux”, Theése de Doctorat - University of Nantes, France.

Bergamaschi, P. R., 2004, “Projeto Otimo de Manipuladores 3R Considerando Caracteristicas de
seu Espaco de Trabalho”, Tese de Doutorado — Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia, MG, Brasil.

Borrel, P., and Liegeois, A., 1986, “A Study of Manipulator Inverse Kinematic Solutions With
Application to Trajectory Planning and Workspace Determination” Proc. IEEE Int. Conf. Rob.
and Aut., pp 1180-1185.

Buchberger, B. and Collins G. E., Loog R.,, 1982, “Computer Algebra: Symbolic & Algebraic
Computation”, Springer-Verlag, Wien, pp. 115-138.

Corvez, S., Rouillier, F., 2002, “Using computer algebra tools to classify serial manipulators”,
Proceeding Fourth International Workshop on Automated Deduction in Geometry, Lins.

El Omri, J., Wenger, P., 1996, “Changing Posture For Cuspidal Robot Manipulators,” IEEE Int.
Conf. Rob. And Aut., pp 3173-3178, Minneapolis, USA.

Khalil, W., Dombre, E., 1999, “Modélisation identification et commande des robots”, Hermés
Science Publications, 2* edition, Paris.

AN INTRODUCTION ABOUT WORKSPACE TOPOLOGY OF
ORTHOGONAL 3R MANIPULATORS

Giovana Trindade da Silva Oliveira

Federal University of Uberlandia, School of Mechanical Engineering

2160 Jodo Naves de Avila Av., Campus Santa Moénica, CEP 38400-902, Uberlandia, Brazil
gtrindade(@mecanica.ufu.br

Seziméria Fatima Pereira Saramago

Federal University of Uberlandia, School of Mathematics

2160 Jodo Naves de Avila Av., Campus Santa Moénica, CEP 38400-902, Uberlandia, Brazil
saramago@ufu.br

Abstract: A classification of a family of 3-revolute (3R) manipulators is established. This
classification is based on the topology of their workspace. The workspace topology is defined by the
number of kinematic solutions, the number of cusps and nodes that appear on these singular curves.
The design parameters space is shown to be divided into nine domains of distinct workspace
topologies, in which all manipulators have similar global kinematics properties. Each separating
surface is given as an explicit expression in the Denavit-Hartenberg parameters.

Keywords: orthogonal 3R manipulator, workspace, manipulator topology, singularity.

11



