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Resumo: Tradicionalmente sistemas lineares séo resolvipos métodos diretos ou através de
métodos iterativos. Porém, quando a matriz dosiceetes perde uma das caracteristicas de ser
simétrica ou positivo-definida, os métodos direfmydem a eficiéncia, até mesmo metodos
iterativos (estacionario e ndo estacionarios), paisonvergéncia de tais métodos depende dos
autovalores da matriz dos coeficientes. Este tiabalisa comparar a aplicacdo de algumas
técnicas na solucdo de grandes sistemas linearesn €sta finalidade, sdo testados meétodos
iterativos nao-estacionarios classicg&radientes Conjugados, Residuos Minimos, Gradientes
BiConjugado¥ e o método de otimizagcdo evolutivo conhecido cBrmucéo Diferencial. Nesta
pesquisa € considerado o problema da equacdo ddat@apbi-dimensional, fazendo-se uma
comparacdo entre solugcdo analitica com as solug@eméricas obtidas através dos métodos
citados.
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1. INTRODUCAO

Praticamente todos os campos da engenharia e nmambéoutras ciéncias aplicadas, como
fisica e quimica, necessitam da solucdo de sistéimeares algébricos. Temas como: analise
estrutural, escoamento de fluidos, transferénciacaler, aerodinadmica, entre outros, utilizam
fortemente a solucdo de tais sistemas como pategrante da modelagem destes fendmenos.
Dependendo do modelo matematico usado para repaiesefendmeno, os sistemas lineares serao
de elevada dimensdo. As primeiras tentativas doctadas de solucdo de sistemas lineares
aparecem no século XIX (Jacobi, 1845). O tema noatiainda extremamente rico e € possivel
encontrar publicacdes recentes sobre o tema, con{&leerly, 2006).

Os sistemas lineares podem, de forma geral, selvigos pelos seguintes grupos de métodos:
Métodos Diretos sdo aqueles que permitem a obtencdo da solug&isttma com um numero
finito e bem determinado de operacdes aritmétMasodos Iterativos EstacionariedNos métodos
indiretos, a partir de uma aproximacéo inicial, qura-se a solucdo do sistema utilizando um
processo iterativaviétodos lterativos Nao-Estacionari¢Barret et all , 1994) - Estes métodos se
baseiam na teoria de otimizagcdo, assim procuraraémo seguindo uma direcdo de busca bem
definida, a cada iteracdo caminham sempre na diregdeta da solucdo, o que justifica o0 nome
nao-estacionario.

Técnicas de otimizacao tém sido muito utilizadas solucionar problemas que necessitam da
determinacdo de pontos extremos. Entre estes pmablg@ode-se incluir a solucdo de sistemas
lineares, desde que formulados adequadamentealistdagem ja é bastante utilizada nos métodos
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iterativos nao-estacionarios (Barret et all , 1994na grande dificuldade, inerente na maioria
destes métodos, € a exigéncia de que a matrizaddiEientes seja positiva definida. Aléem disso,
alguns destes métodos possuem uma ordem de coneiergéuito baixa.

Com a crescente eficiéncia dos recursos computaisionovas técnicas de otimizacao tém sido
amplamente testadas (Storn & Price 1995). Entrasesbvas técnicas destacam-se os métodos
naturais. Assim, torna-se atraente a idéia de aptais metodologias para a solucdo de grandes
sistemas lineares. Os meétodos naturais sdo proesttim iterativos que tentam simular os
processos usados na natureza para resolver prabldifieeis. Estes métodos se baseiam em
populacdo de individuos, onde cada individuo remtasum ponto de busca no espago das solucdes
candidatas de um dado problema.

Neste artigo trabalha-se como o algoritmo denodund&volucdo Diferencial (ED),
desenvolvido por (Storn & Price 1995), que tem sigbcado com sucesso em varios campos da
ciéncia, podendo ser citado entre muitos outroprogeto de sistemas (Storn 1999), solucao de
sistemas lineareCheng & Hwang (2001 )ransferéncia de caloB&bu & Munawar, 2001)
projeto manipulador de rob8¢érgamaschi, Saramago & Coelho, 2005)

O objetivo deste trabalho é comparar a aplicacagiers métodos iterativos com a técnica de
otimizacdo (ED) na solucéo de sistemas lineargsyress obtidos da resolucao da equacao de
Laplace no plano.

2. METODOS ITERATIVOS NAO ESTACIONARIOS

Os métodos iterativos ndo estacionarios diferemrdétodos estacionarios devido ao fato de
que os operadores matriciais que atuam sobre xiagacio da solucar* para produzi® nao
sdo constantes ao longo do processo iterativo. Mmrimados métodos desta categoria derivam
diretamente do método dos gradientes conjugadlizadty em problemas classicos de otimizacgéao.
Para solucao iterativa de sistemas lineares o mélod gradientes conjugados foi adaptado de
varias formas, podendo levar em consideracdo asteaisticas do sistema, principalmente se a
matriz dos coeficientes € positiva definida, silcétou genérica (Barret et all , 1994). E possivel
produzir-se muitos variantes do método dos graeenbnjugados, podendo-se cit@radientes
Conjugados, Minimizacdo de Residuos, MinimizacdoRésiduos Generalizade Gradientes
Biconjugados.

Seja o sistema de equaces linedkrs= b, escrito comob — Ax = Q ondex € asolucéo
desejada. Definindo:

r=r(x) =b—Ax (2)

sendox € um vetor genéricorgx) € um vetor residuo. Se a norma @@ for nula, significa que(x)

€ um vetor nulo e que € a solucdo do sistema linear. Neste caso, otgelugdox implicaria em
achar o zero (vetorial) d€x). Aplicando as regras de linearidade, prova-se que o regigcjie
linear emx e, portanto, infinitamente diferenciavel, assix) 0 C*(R"). Logo, pode-se também
definir o seguinte funcional quadrético:

F(x) Z%XTAX—XTb (2)

cujo gradiente e matriz Hessina sdo dados por:

9%F (%)
ox?

OF (X)

OF(X) = = Ax-b=OF(X) =-r(x); H(X)= =A=>H(X)=A (3)

Observe qué-(x) € uma forma quadratica que sera sempre positicgt@xjuandx for uma
solucdo do sistema linearn(x) = 0, este ponto é também, simultaneamente, um poftioocde
F(x). Ou seja, minimizaF(x) € equivalente a obter a solucdo do sistema lifkssim, pode-se
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aplicar algum método de minimizacdo ao funcioR@l), para obter o ponto de minimo que
corresponde a solucao do sistema.

De acordo com a teoria de otimizagao para garguéro ponto critica seja um ponto de
minimo a matriz Hessiand(x) deve seositivo-definidae tambénsimétrica ou seja:

0°F(X) _ 0°F () _
ox0x;  0x;0x

H; (X) = H;i (%) (4)

Assim, como pela Eg. (3) a matriz Hessiana é ar@dnatriz dos coeficientg#i=A), para
garantir a convergéncia para a solucdo sera, imerste, imposto que a matri seja simétrica,
positivo-definida

Um procedimento iterativo caracteristico dos meésode otimizacdo pode ser expresso da
seguinte maneira: arbitra-se a solucao inixia calcula-se o residuo iniciaf=b—AX’ em seguida
atualiza-se o vetot*.

Esta metodologia preserva a esparsidade da nAgtpais necessita apenas de produto matriz-
vetor, além das operacdes entre vetores.

2.1 Métodos dos Gradientes Conjugados (CG)

Este é o método de minimizacéo classico maigzatih na solucdo de grandes sistemas lineares
esparsos. O método dos Gradientes Conjugados é@simétodos mais eficientes para solugéo de
sistemas cuja matriz dos coeficientes € positiioridia e simétrica. Seu procedimento béasico
consiste em gerar uma seqiéncia de solucdes amdagnobter os residuos correspondentes e as
direcBes de busca usadas para atualizar as solagiesesiduos. A cada iteracdo, sdo executados
dois produtos internos para calcular os escalaegudhlizacdo, definidos de forma que a sequéncia
satisfaca certas condi¢cdes de ortogonalidade. Ensist@ma linear positivo-definido e simétrico
estas condi¢cdes implicam que a distancia entrepesxinacdes obtidas em cada iteragédo e a
verdadeira solucdo € minimizada em alguma norma.

As aproxim96e3<" e o0s residuos sdo atualizadas em cada iteragdo por um esaalagye
multiplica o vetor de direcao de buseg)(J& as as dire¢des de busca sao atualizadaspesaalar

(), ou seja:
X=X+ o W= Tt apG STt Bapes k=1,2,3, . (5)

Prova-se em (Barret et al, 1994),que:
. r. rr
— 'k-1"k-1 e lgk — k "k

= (6)
p; Apy,

k T
Ml

minimiza o valor de"A'r, e assegura que er.; S&0 ortogonais, respectivamente.

O método de Gradiente Conjugado pode ser vistooaoma variante especial do método de
Lanczos (Barret et al, 1994), para sistemas posd#afinidos e simétricos Por meio de diferentes
definicbes do funciondt(x), dado pela Eq. (2), obtém-se diferentes variatwamétodo.

2.2. Método dos Residuos Minimos (MINRES)

O Método MINRES € uma alternativa computacionatapa Método dos Gradientes
Conjugados quando as matrizes dos coeficientesis@ricas, mas possivelmente ndo-definidas.
A sequéncia de vetores obtida no método dos Grizdi€Ponjugados corresponde a uma fatoracéo
da matriz tri-diagonal semelhante a matriz dosicmsftes. Entretanto, um desarranjo do algoritmo
pode ocorrer, correspondendo ao pivé nulo, se azmanado-definida. Além disso, para matrizes
ndo-definidas as propriedades de minimizacdo dodnéte Gradiente Conjugado ndo podem ser
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garantidas. O método MINRES é uma variante do noéttel CG que evita a fatorac@d) e,
portanto, ndo sofre desarranjo. Este método mimimizesiduo na norma-2.

QuandoA é nao positivo-definida, mas simétrica, ainda peeleonstruir uma base ortogonal
para o subespaco de Krylov com trés termos dadelde recorréncia. Introduzindo a seguinte
fatoracdo da matria:

AU = UT,comU'AU = U'UT = T. Dai:
UA= ) UAUe1= B AUK 5Bk + ik Beallr )

Tomando na fatoracéo (¥)= R, a matriz dos vetores residuos é dada por:
A= B + Ukt Gealkr ou AR = R T (8)

Sendo que todos os vetomssdo ortogonais. S = 0 o algoritmo termina & é uma base
ortogonal para o subespaco de Kryk{ro, A, K associado. Portanto, os autovaloresTgdedo os
autovalores d&. O método MINRES se inicia impondo:

U1 = ro/||ro|| e escolhend® [ Sc = xo + [Ug, W, ..., W] (9)
impondo a condicdo de ortogonalidade ao residisegainte forma:
u'ri =0, j<i, minimiza:||AX - b|p = [JARy — b|b = ||Re+1Tiy - b|b (10)

Agora explorando o fato que SBy.1=diag(|rollz, |Irillz ....|Il]2), entdo Rw1iDY%1 é uma
transformacao ortonormal com respeito ao subespat¢aylov atual:

IIAXE = blh = [|DeaTiy - [[olkealk (11)

esta expressao final simplesmente pode ser visteo aam problema de norma minima. Outra
possibilidade é resolver o sistemMg = ||ro||e1, como ocorre no método de CE € a partekxk
superior deT).

2.3. Método do Gradiente Biconjugado (BiCG)

O Método dos Gradientes Conjugados, com ou serogurdicionamento, ndo é adequado para
sistemas lineares onde a matriz dos coeficientessef simétrica, porque nao é possivel obter
seqliéncias ortogonais dos vetores dos residuopaooas iteracoes.

O Método dos Gradiente Bi-Conjugados foi deseridolsobre outro enfoque, no qual a
sequéncia de residuos ortogonais é substituiddyas seqiiéncias mutuamente ortogonais, porém,
com a desvantagem de ndo mais garantir a mininozadgaresiduo. Este € um ponto muito
importante, pois conforme mostrado nos métodos d@glientes conjugados e gradientes
conjugados pré-condicionados, desconsiderandmaderarredondamento, estes métodos garantem
gue, se a matriz dos coeficientes € simétrica @iymslefinida, entdo a norma do vetor residuo
tende a zero. O método dos gradientes bi-conjugadesas derivacdes, ndo baseiam-se na teoria
de otimizacao, e sim na teoria de Lanczos, assitmanizacdo do residuo ndo € garantida.

As férmulas para atualizacdo dos residuos no Méwbas Gradientes Bi-Conjugados sao
semelhantes as dos Método dos Gradientes Conjugadssbaseadas e ao invés dé\. As duas
formulas de atualizacdo das sequiéncias dos resédamslirecoes de busca séo:

Mo =M ~ AR, Ty :FI-(—l_akATﬁk e P =fatBPa B =Nt Bba (12)

Sendo que
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=T =T
— rk—1rk—1 e - IFK IFk (13)

R
garantem a relacdo de bi-ortogonalidade.
3. EVOLUCAO DIFERENCIAL

Seja um problema de otimiza¢do que consiste ermizisar uma funcao objetivo devaridveis
de projeto, sujeita a restricdes laterais. Estagicées definem o espaco de busca viavel onde se
espera encontrar a solugdo 6tima. O problema paydessrito como:

Minimizar f(X), X = (X1, Xa,..., X1)"; X" <x<x>P;i=1, ...n (14)

Muitos algoritmos evolutivos tém sido desenvolgig@ara resolver tais problemas.

A Evolucéo Diferencial foi desenvolvida por (StdrPrice, 1995). Em sua primeira execugao
o algoritmo gera uma populacéo inicial escolhideat@riamente, conN, individuos, que deve
cobrir todo o espaco de busca. Geralmente, é cneatauma distribuicdo de probabilidade
uniforme, quando ndo ha nenhum conhecimento sopreldema.

A idéia principal da evolucdo diferencial € gerawvos individuos, denotados vetores
modificados ou doadores, pela adi¢cdo da diferencalgrada entre dois individuos aleatérios da
populacdo a um terceiro individuo. Esta operacébaiénadamutacdo Este processo que resulta o
vetor doadoM %Y pode ser escrito como:

V@) = X;q) + F(x?) - x}(/Q)) (15)

onde os indices aleatoriasf, y LI{1,..., Np} séo inteiros distintos entre si e diferentes mitided.
F0[0,2] controla a amplitude da diferenca ponderamtdarme representada na Figura 1.

»
»

[l
8]

X Npindividuos da geracéamp
O Individuo recé m geradg(a+t)

F(X - X)

g NS
FUEy< fx®)

x(2) x(2) xfa) x(a) o Bty
e

V@) = XI(IQ) + F(x/(;]) _x;(/CI))

Patt] prist o aet]
» X o
v 1 {ohjeive) (Mutagio) (Cruzamento)

(a) (b)

Figura 1 — (a) Processo de geracéo do vetor doAtdrpara uma funcéo bidimensional.
(b) llustracdo do bindmio de cruzamento

As componentes do individuo doador sdo misturadas as componentes de um individuo
escolhido aleatoriamente (denotado vetor alvo)a pasultar o chamado vetor tentativa, ou vetor
experimental. O processo de misturar os paramétmegerido freqlientemente coromuzamento
sendo dada por:

U =

(16)

v ser, <CR
x{?, ser, >CR, i=1..n
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onde r; € um numero gerado aleatoriamente com resultaddantgovalo [0, 1].xq; S&0 as
componentes do vetor alva® e CR O [0,1] é a probabilidade do cruzamento ocorrer.

Se o vetor experimental resultar em um valor dgdo objetivo menor que o vetor alvo, entdo
0 vetor experimental substitui o vetor alvo na gaocaseguinte. Esta Ultima operacdo € chamada
selecéo Este processo pode ser escrito como:

Se f(U@) < f(X?), entdo X* =U@;  Se fU ) > f(X{?), entdo X¥ = X @ (17)

O procedimento descrito é finalizado através demlgritério de parada, sendo que um numero
maximo de geracdes deve ser estabelecido.

4. SOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE BI-DIMENSIONAL

Nesta secdo, apresenta-se o problema envolvendoegoegédo de Laplace, comparando a
solucdo analitica com solugcédo numeérica.

Considere uma placa quadrada fina metéalica d& dbmle deseja-se encontrar a temperatura de
equilibriou(x,y) (apés um tempo muito grande) da barra na posigip . Este problema é regido
pela equacao de Laplace e as condi¢Oes de cora@aguir:

~ ~ 0°u  d°u _ , . . ,
Equacaode Laplacee —+—=0 ; Condi¢desleDirichlet:

u(x,0) =u(0,y) =100°C (18)
x> oy’

u(xl) =u(@,y)=0°C
4.1.Solucéo Analitica

Podemos decompor a solugédo de problema (18) na stenduas funcdes solugbes de
problemas simplificados. Assim,

u(x,y) = ui(X,y) + ux(x,y) (29)
onde as fun¢das; e w, sdo solugdes, respectivamente, dos seguinteseprabl

0°u, . 0%y, 9°u, N 0°u,
x> oy? x> oay?
u O y) =u(x)=u@ly)=0"C U, (x0) =u,(x) =u, L y) =0°C

=0; u,(x,0) =100°C

=0; u,(0y) =100C (20)

Aplicando o método da separacdo de variaveis, ada am dos problemas (20), vamos
determinar funcbes da form&x)Y(y), solugbes dos problemas lineares homogéneosiadssc
Substituindo-se a express&x)Y(y) nas EDP (20), obtém-se:

X'(X)=AX(x) e Y'(y)=-AY(y) (21)
Resolvendo as equagdes (21), juntamente com dg;6es de contorno, obtém-se:

X, (x) =C,sin(n/x) e Y,(y)=2Csinh(nzl-y)) com n=012,.. (22)
Logo as solucdes sao dadas por:

w(x,y) = zooi {% sin(n7x).sinh(n7r(1- y))} (23)

n=1
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U, (X, y) = 2002{% sin(n7g).sinh(n7z(1- x))} (24)

Logo a solucéo geral é:

u(x,y) = ZOOiM

nnsmh(nn)[S‘“(”’”‘)S‘”h(””ﬂ- y))+sin(n7g)sinh(n7z(L- x))] (25)

Apresenta-se, na Fig. 2, graficos dos valoraxxlg) para os valores de=0.1e y=0.9.

Temperatura a0 longo da chapa metalica, para y = 0.1 Temperatura o longo da chapa metdlica, para y = 0.9

100,
i i i I | [ i [ W -4 ————+— -~ —Hd- = F==T 4
| | | | | T | | | I I [ I [ I I
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| | | | | | | | I I [ I [ I I
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| I | | | I | ) | L W A s M Bl ey Bl i Bl Bl
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Figura 2 — Temperatura da chapa paray = 0.1 6.9=
4.1. Solugdo Numeérica:

Aplicando, na equacdo diferencial, as aproximacdesdiferencas finitas com passos:
Ax=24y=0,25 metros, e trocando o indiceorj para a derivada em relacay, dem-se:

2 2
07w, 07U, _ Uiy =205 Uiy Ui =20 UGy
ox*  ay? (8x)* (Qy)* (26)
B ui+1,j +ui_Lj +ui,j+1 +ui’j_1
=u; =
y
f 0 0
Uy Ug Ug
0,75 0
uy Usg Ug
05 0
Uy Uz Us
0,25 0
100| 100 | 100 |100
0

025 05 075 1 «x
Figura 3 : Malha da discretizacédo da placa.

Expandindo a Eq. 26 para cada ponto do intereu; @ us, chegam-se as equacdes (27):
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_u,+100+u, +100,  _uy+u, +u,+100, ~_O+u, +u, +100
v 4 L 4 T 4
u4:U5+100+U7+U1; u5:U5+U4+Us+U2; u6:0+u5+u9+u3 (27)
4 4 4
ug +100+0+u, Uy +u, +0+u;, O+ug +0+ug
u7:f, uszf, UQ=T

Resolvendo o sistema obtido da Eq. 27, pelos métadd, CG, MINRES, BiCG, obtém-se os
valores apresentados na Tabela 1.

Tabela 1- Valores Numéricos da Temperatura dadoEPpCG, MINRES e BiCG, panmx = 4

ED CG MINRES BiCG
U 85,138 85,143 85,143 85,143
u, 71,277 71,286 71,286 71,286
Us 49,980 50,000 50,000 50,000
Uy 71,261 71,286 71,286 71,286
Us 49,982 50,000 50,000 50,000
Us 28,738 28,714 28,714 28,714
u; 49,991 50,000 50,000 50,000
Ug 28,710 28,714 28,714 28,714
Ug 14,869 14,857 14,857 14,857

Na Fig. 4 apresenta-se um gréafico comparativovdémes numéricos da Temperatura obtidos
pelos métodos ED, CG, MINRES e BiCG, dados na Babel

Temperatura ao longo da chapa metélica

Temperatura

I
|
|
|
|
|
|
1
8 9

Figura 4: Gréfico dos valores numéricos da Tempeaat

Observa-se a simetria em relacdo a diagonal pahda placa, e constata-se que os valores da
temperatura, nos vértices da placa, ndo entraracaloolo.

Segue-se uma comparacao entre a solucdo aneliicmlucdo numérica obtida pelos métodos
ED. CG, MINRES e BIiCG. Nota-se, nas Fig. 5, 6, F gue quanto mais subintervalos se tomam,
mais a solucdo numérica se aproxima da solucadiaeaaveja alguns casos.

Observe que, no caso onde € tomado um pequenorai@eenos 100, a solugdo numérica
apresentada pelos quatro métodos estudados apaeettedifere da solucdo analitica. Nas figuras
seguintes esta diferenca aparente entre as solng@esrica e analitica € apenas porque se tomou
um pequeno numero de nds, pois quando se aumeatalesero a solucdo numerica quase néo se
difere da solug&o analitica, principalmente a apreesla pelos métodos iterativos.
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Temperatura ao longo da chapa metdlica, y = 0.9091

Analitica

|
I I B L —— MiNRes |
| | BT AT l
@ 80—t = —l= =k A — k- Ng - — + - |
3 Analtica I I I [ T e e e
g 75 —1——ED il Rl allis Bl e e I N s [ O A
£ —o—PcG | | | | | g | |
F O S |——MNRES[ TT I T T T R T 220 — L — R
—— BICG | | | | | |

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

X

Figura 5: Grafic@womparativo entre as solu¢des analitica e numértaidas pelos métodos ED, CG,
MINRES e BiCG, comn=100nds. Emy=0.1ey% 0.
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Figura 6: Grafico comparativo entre as solu¢de$itan@e numéricas obtidas pelos métodos ED, CG,
MINRES e BiCG, com n = 1024 nés. Em y = 0.0303 €y8697.
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Figura 7: Grafico comparativo entre as solu¢detitan@e numéricas obtidas pelos métodos ED, CG,
MINRES e BiCG, com n = 5041 nés. Emy = 0.0139 €y2861.

Claramente se percebe principalmente ao se coaside Figs. 6 e 7, que a solugdo numérica
obtida pelos métodos CG, MINRES, BiCG e ED estadomproximas da solucéo analitica. Isto nos
leva a concluir que estes métodos sao todos miigierdes para este tipo de problema.

A seguir se apresenta a Tabela 2 onde é compartgtopo computacional necessario para se
calcular a solugédo numérica, do problema estudedtarsecdo, usando os métodos estudados.

Tabela 2 — Comparacéo entre os métodos BiCG, MINRESe ED.

N Tempo Computacional
BiCG | MINRES CG ED
100 | 0,078 0,047 0,093 0,094
1024 | 1,375 0,500 0,906 0,500
4096 | 56,359 | 18,000 36,016 9,031
5041 | 78,468 | 26,329| 52,641 11,469
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Para os valores de& considerados, que sdo valores pequenos, nota-seoqtempo
computacional gasto por cada um dos métodos itemtse diferenciam bastante e que vale
realmente a pena usar o método da Evolucado Difiedepois apresenta bons resultados e necessita
de um tempo computacional bem abaixo dos demaiedwgt E conveniente observar, para este
problema tomou-se estes numeros pequenos de nio devnaneira que se gerou a matriz dos
coeficientes, aqui ndo se usou um algoritmo panapaatar a matriz esparsa, escrevendo somente
0s elementos néao nulos, e com isso 0 maior temppueiacional € empregado para gerar a matriz,
por exemplo, quando se usou= 5041nos gastou-se 1652.03 segundos. Além disso, usatsa
memoria para armazenar 0s zeros da matriz, fazemghoque, ao se aumentar o numero de nés
além do que se usou, ocorre um problema de faltaeseoria.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, um problema de otimizacao foinigdi com o proposito de obter a solucéo de
sistemas lineares obtidos na resolucdo de um pnabé&nvolvendo a equacéo de Laplace. Foram
utilizadas trés técnicas iterativas e uma evoluthesmdo que todas apresentaram bom desempenho
na obtencao da solucéo. A técnica de Otimizacad&polucéo Diferencial apresentou uma solucéo
com maior erro quando comparada com 0s outros w&t@drém também pode ser utilizada para
gualquer tipo de matriz, mostrando ser uma técdeagrande potencial para ser aplicada a
problemas complexos.

Na continuidade desta pesquisa serdo focados cesseente sistemas lineares onde as
matrizes dos coeficientes sdo ndo simétricas gaéitivo-definidas, pois sdo poucos os métodos
disponiveis para a solu¢cdo numérica destes sistemas
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Abstract: Traditionally, great linear systems are resolvedusyng direct or iterative methods. The
convergence of these methods depends on the eigesad the coefficients matrix. Thus, when the
coefficients matrix loses one of the following relateristics: being symmetrical or positive-
defined, the direct and even the iterative meth{stigionary and no-stationary) lose efficiency. The
aim of this work is to compare the applicationssome techniques in the solution of great linear
systems. With this purpose, classic no-stationanaiive methods are tested (Conjugate Gradients,
Minimal Residual, Bi-Conjugate Gradients) and thetimods of evolutive optimization knowas
Differential Evolution. In this research, is considd the problem of bi-dimensional Laplace
equation, making it is a comparison between anadytsolution with the numerical solutions
obtained by the methods mentioned.

KEYWORDS: Linear Systems, Iterative Methods, Differentiablation.
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