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Resumo: A Programacdo Linear é amplamente usada na solucdo de problemas nas mais diversas
areas do conhecimento, por isto, continua sendo estudada e aprimorada. Este trabalho visa
apresentar alguns conceitos envolvendo o Método Simplex e sua aplicacdo na resolucdo de um
problema de transporte. Os resultados obtidos por trés codigos comerciais (LINDO, LINPROG e
MOSEK) sdo analisados e comparados, sendo apresentado ainda o tempo computacional e o
numero de iteracdes necessarias.
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1. INTRODUCAO

O sucesso de qualquer metodologia de otimizacdo depende da capacidade de se tratar com
problemas complexos, exigindo uma modelagem matematica adequada para esses problemas, pois a
obtencdo correta da funcdo objetivo e das restrigdes envolvidas no problema ¢ fundamental na
representacdo de qualquer projeto.

A Otimizacao Linear, também conhecida como Programacao Linear, ¢ de grande importancia
nas mais diversas areas, como na resolu¢ao de problemas ligados ao planejamento de Transporte de
cargas, distribui¢ao de agua, etc. Este tema ainda apresenta um grande interesse de estudo, como
visto nos trabalhos de Barboza (2006), Berger (2003), Costa (2005), do Couto (2004), Fukasawa
(2002), Melo (2004), Pigatti (2003), Silva (2003) e Steiner (2006) e, por isto, um estudo detalhado
dos métodos de resolucdo de PPL ¢é relevante.

Existem varios cddigos comerciais que podem ser utilizados na resolugdo de PPL, neste trabalho
sdo escolhidos trés destes codigos, o MOSEK (Mathematical Optimization Software Specifed), o
LinProg (Linear Programming), ambos utilizando o Software MatLab e o cddigo LINDO (Linear,
Interactive and Discrete Optmizer). O vetor solu¢do obtido em cada codigo, o nimero de iteragdes
necessarias € o tempo computacional sdo comparados, para que seja possivel obter informagdes
relevantes sobre cada um destes codigos.

2. 0 METODO SIMPLEX
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Um Problema Geral de Otimizagdo visa minimizar ou maximizar uma fun¢do, chamada de
Funcdo Objetivo, sujeita ou nao a algumas restrigdes. Estas restrigdes podem ser restricdes de
igualdades, desigualdades ou restricdes laterais. A fungdo objetivo e as restrigdes podem ser
funcdes lineares ou ndo-lineares; funcdes de uma Unica variavel ou de varias varidveis; podem ser
fungdes explicitas ou implicitas. Assim, um problema geral de otimizacao pode ser definido como a
seguir.

Definicao: Sejam F 1 ¢y >y, G 1dy > y,,Vj, Hy 13 > y3,VK, onde ¢,4,,05 eR™ e

w1.Wo, w3 € R". Entdo, um problema geral de otimizagdo é definido por:

minimizar ou maximixar

FO)=[f1(x) f2(x) = £1(x)]

Sujeita a

Gj(x)<0,j=1,5s €))
H(x)=0,k=1,--t

Xl <x <x'i=1.--,m

sendo F ¢ o vetor das fungdes objetivos, Gj, Hx sdo fungdes de restricdo de desigualdade e
igualdade, respectivamente, e X; sdo as variaveis de projeto.

Um Problema de Programacdo Linear (PPL) é um caso particular do problema peral de
otimiza¢do, onde o objetivo deste ¢ minimizar uma fungdo objetivo, chamada de fungéo custo,
sujeita a restri¢des. O que diferencia este tipo de problema de todos os outros ¢ que todas as fungdes
envolvidas, a Fungao Custo e as restri¢des, sao fungoes lineares.

Um vetor que satisfaz todas as restri¢des ¢ chamado uma solucéo viavel. O conjunto de todas as
solugdes viaveis ¢ chamado de conjunto viavel. A variavel X; ¢ chamada de uma variavel livre se
N={I,...,n}ejeN.

E possivel escrever um PPL em linguagem matricial. Ele é dito estar na forma padrio se todas
as restri¢cdes forem restri¢des de desigualdade da forma

_ , D .
onde a; ¢ o vetor formado por todos os coeficientes da restrigdo i e b; € o vetor dos termos
independentes correspondendo a restri¢ao i (recursos disponiveis). Entdo, para transformar todas as

restricoes de um PPL apresentado pela Equagdo 2 tem-se que aiT =Db; ¢é equivalente a aiT >b e
aiT <b;; toda restricdo da forma aiT <Db; pode ser reescrita como sendo da forma — aiT >-b; e

Xj 20 ou X; <0 sdo casos particulares da restricdo da Equagao 2, sendo que aiT ¢ o i-ésimo vetor

unitario e b; =0. Assim, um PPL pode ser escrito da forma:

minimizar F(X):CTX

. A3)
sujeito a AX >b
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_ a] _
a; -
sendo A a matriz dos coeficientes das restricdes A= 2 , bé o vetor dos recursos
— aI —
by
disponiveis b=| ° | ¢ X ¢é o vetor das variaveis de projeto.
brn

O conjunto solu¢dao de um PPL ¢é uma regido convexa chamada de poliedro, sendo que em
alguns problemas este poliedro pode ser limitado e em outros casos ndo. Os pontos extremos de um
poliedro P ¢ qualquer ponto que ndo seja possivel achar dois vetores Y,z € P tais que exista 4 €
[0,1] de modo que X=Ay+(1-A4)z. Em outras palavras, pontos extremos sdo equivalentes a

vértices de um poliedro.
Dentre as restricoes que definem o poliedro, em cada vértice, existem restricdes que sao

chamadas de ativas. Estas restricdes sdo aquelas que satisfazem aiT X = b;, para algum i do

conjunto das restricdes. Se existir n restri¢des que sdo ativas num determinado vetor X', entdo X'
satisfaz um determinado sistema de n equagdes lineares e N incognitas. Este sistema tera uma tnica
solugdo se, e somente se, as N restrigdes lineares forem LI, no sentido que os vetores correspondente
ai sao LI. Com isto, ¢ possivel apresentar a seguinte definicao.

Definigéo: Considere um poliedro P definido por restri¢des de igualdade e de desigualdade e seja X~

um elemento do R™.
a) O vetor X & uma solugio basica se:
1) Todas as restricdes de igualdade forem ativas;
ii) Dentro destas restri¢des que sdo ativas em X existem n delas que sdo LI.
b) Sex ¢éuma solugio basica que satisfaz todas as restrigdes, entdo se diz que ela é uma
solucdo basica viavel.

O Teorema a seguir apresenta uma maneira de construir solugdes basicas, utilizando as colunas
LI da matriz de restricao.

Teorema: Considere a restricdo AX = b e x > 0, e assuma que a matriz A de dimensdo myn tem
linhas LI. Um vetor X € R" é uma solugdo basica se, € somente se, tem-se que AX = b e existem
indices B(1); ...;B(m) tal que:

a) As colunas Agy; ...; Agm) sdo LI;

b) Sei ¢ B(1); ...;B(m), entao x; = 0.

Assim, utilizando este Teorema € possivel criar um procedimento para a construcao de solugdes
basicas, dado pela Tabela 1.

Tabela 1: Procedimento para construir solugdes basicas viaveis.

1 — Escolha m colunas LI Agy; ...; Agm);
2 — Tome Xx; = 0, para todo i # B(1); ...;B(m);
3 - Resolva o sistema de m equagdes AX =b
para os Xg(1), - -, Xgm) desconhecidos.
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Se a solugdo basica construida por este procedimento for ndo negativa entdo ela uma solugéo
basica viavel. Se x for uma solugao basica, entdo Xg(), ..., Xgm) sa0 chamadas de variaveis basicas
enquanto que as demais variaveis sdo chamadas de varidveis ndo bésicas. Uma solugdo ¢ chamada
de degenerada se ela possui mais do que n restrigdes ativas, assim no espago bidimensional uma
solu¢do degenerada tem pelo menos trés restricdes ativas relacionadas a ela.

Teorema: a) Considere o PPL de minimizar C'X sobre um poliedro P. Suponha que P tenha no
minimo um ponto extremo e que exista uma solugdo 6tima. Entdo, existe uma solugao 6tima que ¢
um ponto extremo de P.

b) Considere o PPL de minimizar C'X sobre um poliedro P. Suponha que P tenha pelo menos um
ponto extremo. Entdo, o custo 6timo ¢ igual a — oo ou existe um ponto extremo que sera 6timo.

Teorema: Considere uma solucdo basica viavel x associada com a matriz basica B e seja C o vetor
custo reduzido correspondente.

(a) Se C >0 entdo X é dtimo.
(b) Se x ¢ uma solugdo 6tima e X ¢ ndo degenerada
entdo C >0.

Com isto ¢ possivel completar o Método Simplex. A principal tarefa ¢ apresentar os detalhes de
como se mover para uma solugdo bésica viavel melhor, sempre que uma dire¢do basica vantajosa ¢
encontrada. Assim, utilizando o procedimento apresentado na Tabela 2 ¢ possivel encontrar as
solucdes basicas viaveis através do método simplex.

Tabela 2: Uma Iteragdo do Método Simplex.

1 - Inicie o processo com uma base constituida das colunas basicas Ag),
..., Apm) € uma solucdo bdsica vidvel associada com esta base.

2 - Calcule o custo reduzido C ;= Cj — CgB™'A,, para todo indice ndo
basico j. Se todos forem ndo negativos, a presente solug¢ao basica é 6tima,
por isto, o algoritmo se encerra. Caso contrario, escolha algum j para o
qual C j<0.

3 - Calcule u =B 'A; . Se nenhuma das componentes de U ¢ positiva, tem-
se que § =— o0 e que o custo Otimo também & — oo e, por isto, o algoritmo
se finaliza.

4 - Se alguma componente se U for positiva, seja
6" = min m

{i=1;--tly;>0}| U;

5 - Seja | tal que | = 4. Forme uma nova base trocando Agy com A;. Se'y ¢
a nova solucdo basica vidvel, o valor da nova varidvel basica ¢ yj= 6 e
Ya() = Xga) — € U;, para i=l.

Se o conjunto viavel ¢ ndo vazio e se cada solugdo basica viavel é ndo degenerada, entdo o
Me¢étodo Simplex termina depois de um numero finito de iteragdes. Além disso, ao terminar ou tem-
se uma base 6tima B e uma solucdo basica viavel associada com este ponto 6timo ou tem-se achado
um vetor d satisfazendo Ad=0,d>0,C'd<0e que o custo 6timo é —oo.

3. UM PROBLEMA DE TRANSPORTE
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O PPL apresentado aqui foi proposto por Couto (2004). O objetivo deste problema é maximizar
os lucros obtidos na transferéncia de cargas, entre vdarias cidades, por uma determinada
transportadora, sendo que a mesma possui uma grande frota ¢ uma grande area de cobertura. Neste
estudo adotou-se que o custo operacional esta diretamente relacionado a quilometragem rodada por
cada tipo de carreta e de cavalos. Por isto, ndo sdo levados em conta o peso ou o tipo de produtos
transportados ja que as Demandas sdo montadas levando em conta a quantidade e o tipo de carreta.
Também nao foi considerado a localidade do transporte € os custos particulares de cada carreta e
cada cavalo e as possiveis alteragdes que ocorreriam devido a restri¢gdes climaticas, manutencao de
veiculos, fechamento de estradas, etc. Da mesma forma que na frota propria, os custos da frota
terceirizada estdo estimados por quildmetros rodados pelo conjunto que pode atender uma demanda.
Por fim, o custo dos motoristas esta relacionado, também, com a quilometragem.

O objetivo do problema ¢ definir a frota, isto ¢, definir a quantidade de cada tipo de veiculo que
deve ser enviada para cada cidade, em cada uma das datas, definindo quais as cargas a serem
terceirizadas para que todas as demandas sejam atendidas, de forma a maximizar os lucros na
transferéncia de cargas entre as cidades. As restrigdes que tem que ser respeitadas sdo: a capacidade
da frota agregada; atender a todas as demandas; limite do comprimento do conjunto cavalo e
carreta; capacidade em niimeros de carreta, de cada filial; hordrio de carregamento; viagem acima
de 12 horas precisam de dois motoristas; prazo de entrega do pedido; datas de compras de veiculos
novos; saidas dos cavalos e carretas proprios para manuten¢ao agendada.

Na formulag¢do do problema foi usado o modelo matematico de multi-fluxos multi-periddicos,
com restri¢des adicionais para controlar o atendimento das demandas e a capacidade das filiais.
Para resolver o problema os dados abaixo sdo necessarios varios dados, sendo estes dados por V, o
conjunto de todos os tipos de Cavalos; R, o conjunto de todos os tipos de Carretas; D, o conjunto de
todas as demandas; N, o conjunto de todos os nos das malhas; M, o conjunto de todas as viagens (i;
J) que possuem uma duragdo acima de 12 horas; G, o conjunto de todas as viagens (i; J) que
possuem uma duracdo abaixo de 12 horas e que ndo representam veiculos parados nas filiais; Fq,
frete, ou ganho, para a uma carreta atender a demanda d; Cyy, custo de terceirizar um conjunto, para
atender & demanda d; Dem'y, quantidade de carretas, do tipo I, requeridas pela demanda d; C';,
custo da viagem de i para j, para um cavalo do tipo v; C'i;j, custo da viagem de i para j, para um
carreta do tipo r; Q', quantidade de cavalos do tipo V que estdo disponiveis na cidade i no dia de
estudo; Q'j, quantidade de carretas do tipo r que estdo disponiveis na cidade i no dia de estudo; CM,
custo por hora de um motorista; H;;j, quantidade de horas da viagem de i para j; Capj, capacidade,
em numero de carretas, da filial I.

Com isto, o PPL fica definido pelas seguintes variaveis de projeto: X'i;j: nimero de cavalos do
tipo v, indo da cidade i para a cidade j; y'i: nimero de carretas do tipo r, parada na cidade i; z"';:
namero de conjuntos cavalos do tipo V e carreta do tipo r, vazios, indo da cidade i para a cidade |;
Wr’v'di,j: nimero de conjuntos formados por cavalos do tipo vV e carretas do tipo r, atendendo a
demanda d, indo da cidade i para a cidade j; ty: nimero de conjuntos terceirizados, atendendo a
demanda d.

Assim, a fungdo objetivo que representa o PPL modelado ¢ escrita conforme a Equacao:

Max: FO =FO,; + FO, — FO; — FO4 — FOs — FOeq, 4)

onde FO; ¢ a equagdo que representa o lucro das entregas das demandas obtidos pela frota propria e
¢ obtido pela Equagdo 5, FO; ¢ o lucro das entregas das demandas obtidos pela frota terceirizada,
dada pela Equagao 6; FOs é o custo das viagens dos conjuntos cavalo carreta viajando vazios, dado
pela Equagdo 7; FO4 € o custo das viagens dos cavalos, sem carretas, dado pela Equacao 8; FOs e
FOg¢ representam o custo dos motoristas com viagens acima de 12 horas e inferior a 12 horas,
respectivamente, sendo dadas pelas Equacdo 9 e Equagdo 10, respectivamente.

FO = > > > Y[Ry —cfj -l ) wiy ®)

ieN jeNreRveV deD
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FO, = 3" [Fs -Cy, 1 (©)

deD

FO3‘ZZZZ( Cij +Cilj ) 7} (7)

ieN jeNreRveV

0,3 3 el ®

ieN jeNveV

FOs=2CM > H;;- [ZZZWrVd+ZZZ +Zx,J] 9)

(i,j)eM reRveV deD reRveV veV

FO,=CM > H;;- {ZZZWWMZZZ +Zx”] (10)

(i,))eM reRveV deD reRvev veV

As restrigdes as quais o PPL esta sujeito estdo reunidas em varios conjuntos. O primeiro grupo
de restrigdes representa a entrada de fluxo para cada cidade, em um dia, para cavalos do tipo Vv, este
grupo de restri¢des, dado pela Equacao 11. O conjunto de restrigdes que representa o fluxo em cada
cidade, num dia, considerando as carretas num patio do tipo r, ¢ mostrado na Equagdo 12. O
terceiro grupo de restri¢des € analogo ao primeiro, sendo que as restrigdes estdo relacionadas com a
conservacdo do fluxo para uma determinada cidade k que ndo representa nem o primeiro nem o
ultimo dia para cavalos do tipo Vv, e aindak S,k g T, Vv €V, este grupo de restrigoes é dado pela
Equagdo 13. O quarto grupo de restrigdes ¢ analogo ao segundo grupo, sendo que as restricdes
representam a conservagdo do fluxo para uma determinada cidade K que ndo considera nem o
primeiro nem o ultimo dia para carretas do tipo r, ¢ ainda k ¢ S, kK ¢ T, V'r € R, apresentadas na
Equagdo 14. O quinto conjunto de restri¢des, ligadas ao atendimento da demanda indo da cidade i
para a cidade j, sendo Vd e De V'r € R, é dado pela Equagdo 15. O sexto grupo de restrigdes
consideram a capacidade de um patio i, para todas as carretas Vi € N, sendo representado pela
Equacdo 16. Os cinco ultimos tipos de restri¢cdes estdo relacionados com as restri¢cdes laterais, que
exige que todas as varidveis sejam ndo negativas, sendo representadas pelas Equagdes 17 até 21.

glzz[x +¥X '+ % Zw“’d) Q',ieS,veV (11)

jeN reR reRdeD

GLIX|Vi+Zz+ Y Zw”’d) Q,ieS,vreR (12)

veV veV deD

reR reRdeD ieN reR reRdeD

gy -

jeN

(s (Xl,,—+zz + X Zw”dj—z(X.wzz + 3 Zw”dj=QkV (13)

Ve ¥ X+ 2 ZW”d) Z(y.+22 + Y ZW”‘*)=Q£ (14)

veV veV deD ieN veV veV deD
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. rvd r
veV

96{ )IDIDNDINASED WD WD I HIE D) Zyiin}—

kineN reRveV deD kineN reRveVv kineN reR

{z SEIWH Y Ty o+ X zyzw}SCapi

KouteN reRveV deD Kout€N reRvev KouteN veV
.Wr,v,d >0
97 - Wi~ =
Y
0g:Zij 20
A
Jo .ij;zO
e yf
0 - Y; 20
. 4+d
gy it 20

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Para uma melhor compreensao do PPL definido pela Equacao 5 até a Equagdo 21, considere o
problema simplificado, ou seja, considere apenas um tipo de demanda, duas cidades que sdo tanto
cidades de saida como cidades de chegada. Além disso, suponha que existam 3 tipos de cavalos, e 3
tipos de carretas, sendo que apenas uma destas combinagdes, ultrapassa a medida permitida por lei
para transitar em rodovias. Para efetuar a simulagdo numérica, ¢ considerado o conjunto de dados

dado pela Tabela 3.

Tabela 3: Dados de Entrada utilizados para resolver o PPL de transporte.

N=2 V=3

R=3 D=1
CM =R$ 10,00 Fg = R$ 100,00
Cu = R$ 50,00 Dem'y = [40 40 40]

Ci=Chu=[07 09 11]
Q" =[15 15 15]
Cap; =[50 50]

CV|,|| = CV||,| = [10 12 14]
QV|'|| = [10 10 10]
H|,|| = [03 03]

Com o objetivo de comparagdo, sdo utilizados os coédigos MOSEK, Linprog e LINDO. Estes
codigos permitem a escolha dos métodos de otimizagdo: Simplex ou Ponto Interior. Nesta pesquisa,
todos os codigos foram aplicados utilizando o método Simplex. O valor da fun¢ao objetivo, o tempo

gasto e o nimero de iteracdes de cada um dos codigos sdo apresentados na Tabela 4.

Tabela 4: Resultados Obtidos para o PPL.

Funcdo Objetivo (R$) | Tempo Gasto (s) | Numero de Iteracdes
LINDO 3940 3.00 17
LINPROG 3940 2.10 24
MOSEK 3940 1.00 08
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Os vetores das variaveis de projeto, relacionados com a variavel w, obtido por cada cédigo, sdo
dado na Tabela 05.

Tabela 5: Varidveis de Projeto w Obtidas para o PPL.

LINDO [01000010100001010000 10]"
LINPROG [5010010050005055105]"
MOSEK [0010100001010000010010]"

Pode-se observar que os vetores obtidos em cada um dos codigos sdo diferentes, mas
apresentaram o mesmo valor da funcao objetivo. Mesmo sendo distintos, € possivel observar que
existe certa simetria entre eles, isto ¢, as primeiras coordenadas da Tabela 4 saem da cidade | em
direcdo a cidade Il e, nos trés codigos, foram necessarios 30 conjuntos cavalo-carreta, da frota
propria, para atender a demanda. O mesmo ocorre com o trajeto entre a cidade Il e a cidade |. Em
relacdo a varidvel t, os trés codigos obtiveram a necessidade de terceirizar 25% da demanda,
mostrado na Tabela 6, sendo preciso, entdo, de 20 conjuntos terceirizados para atender a demanda.

Tabela 6: Variaveis de Projeto t Obtidas para o PPL.

LINDO [20]"
LINPROG [201"
MOSEK [20]"

Para todos os codigos, na solugdo 6tima, as variaveis z (conjuntos viajando sozinhos) e X
(cavalos viajando sozinhos) sdo nulas. Assim, a solugdo 6tima apresentada por cada um considera
que nestes casos o melhor € ndo ter nenhum conjunto (ou cavalo) viajando vazio.

Sobre as carretas paradas nos patios, todos os codigos deixaram o mesmo nimero de carretas
em cada cidade, como visto na Tabela 7. O que diferencia uma solugdo da outra é apenas o tipo de
carreta que fica parado, que depende do tipo de carreta que foi usado para atender a demanda S.

Tabela 7: Variaveis de Projeto y Obtidas para o PPL.

LINDO [55 5 555]
LINPROG [05101050]"
MOSEK [55 5 555]

E facil observar que mesmo os trés codigos tenham chegado ao mesmo valor da fungdo
objetivo, as solugdes obtidas por cada um foram distintas, o que demonstra que existem infinitas
solugdes. A maior diferenca observada nas solugdes obtidas foi o tempo gasto € no numero de
iteragodes, sendo que o coédigo MOSEK mostrou-se mais eficiente.

4. CONCLUSOES

O uso do método simplex na resolugdo de PPL sempre se mostra eficiente, visto que ele é
construido de maneira a sempre andar nos vértices do poliedro que define a sua regido viavel. E
importante observar também que neste exemplo, como o nimero de varidveis de projeto ¢ baixo, os
codigos foram precisos e os trés chegaram ao mesmo vetor solugdo, porém alguns gastaram mais
tempo computacional ou precisou de um nimero maior de iteragdes.
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Outra informagdo importante esta relacionada ao fato que para problemas com alto numero de
variaveis e restrigdes o codigo LINDO nao se torna muito recomendado, visto que ele ndo trabalha
diretamente com as matrizes e, para sua aplicagdo, existe a necessidade de se escrever todas as
equacdes envolvida no PPL, fazendo com que este processo ndo seja eficiente e recomendavel para
grandes problemas.
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Abstract: Linear programming is frequently used in the solution of problems of several areas of
knowledge. Thus, It has still been studied and improved. The objective of this work is to present
some concepts about the Simplex Method and its application in the resolution of a transport
problem. The main theorems related with the development of this method are studied. A simple
transport problem is modeled. The optimal results obtained by using three commercial codes
(LINDO, LINPROG and MOSEK) are analyzed and compared, presenting the computational time
and the number of iterations for each methodology.

Keywords: Optimization, Linear Programming, Simplex Method, Transport Problems.

10



