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Resumo: Neste trabalho a solucdo numérica do problema de adveccdo/difusdo de um pulso é
obtida utilizando duas fungdes de interpolacdo diferentes. A técnica numérica de volumes de
controle baseada em elementos foi utilizada neste trabalho. Esta metodologia utiliza
tradicionalmente uma funcéo de interpolacdo exponencial, orientada na direcdo do escoamento,
chamada FLO no termo advectivo, porém em trabalhos recentes é demonstrado que o uso de uma
funcdo de interpolacéo linear em tal termo produz melhores resultados no caso de escoamentos
laminares. Por isso, neste trabalho, para o problema de advecgdo/difusédo de um pulso, para
diferentes valores de nuimero de Reynolds e malhas, varias simulacGes foram realizadas e o0s
resultados obtidos sdo comparados entre si e também com relacdo a uma solugdo analitica
aproximada para o caso.
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1. INTRODUCAO

Cada vez mais problemas complexos de mecénica dos fluidos podem ser resolvidos de maneira
numérica. A utilizacdo de técnicas numéricas robustas na solucdo de tais problemas é
imprescindivel. As técnicas que utilizam malhas ndo estruturadas estdo sendo cada vez utilizadas
devido a maior flexibilidade que estas apresentam na discretizacdo de dominios complexos
(Maliska, 2004). A técnica que serd utilizada neste trabalho é a técnica de volumes de controle
baseada em elementos (Control Volume Finite Element Method, CVFEM). Trabalhos pioneiros
com esta técnica sdo os de Baliga (1978) e Baliga e Patankar (1980). A partir destes trabalhos a
técnica se consolidou nos anos que seguiram com a contribuicdo de muitos outros pesquisadores. O
CVFEM é um método de volumes finitos que utiliza malhas ndo estruturadas, construidas com base
em elementos triangulares, gerados principalmente por triangulacdo de Delaunay (Mavriplis,
1990).

As funcdes de interpolacdo utilizadas em CVFEM foram alvo de muitos estudos. Na proposta
apresentada em Baliga e Patankar (1980) a funcdo de interpolacdo considerava os efeitos de
adveccao/difusdo e era aplicada na direcdo média do escoamento, tal funcdo foi chamada de FLO
(flow oriented interpolation). Com o objetivo de melhorar a funcdo FLO para escoamentos onde 0s
termos de fonte fossem importantes em Prakash (1986) foi proposta uma versédo de esquema de
interpolacdo que considera os efeitos dos termos de fonte, tal funcdo foi chamada de FLOS (flow
oriented interpolation with sources effects).
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Até aquele momento procurava-se propor funcbes de interpolagdo gerais, que respondesse por
todos os efeitos: difusivos, advectivos e de fonte. Porém, no trabalho de Saabas e Baliga (1994),
onde é conduzido um estudo detalhado sobre esquemas de interpolacgdo, verifica-se que mesmo em
casos onde os efeitos dos termos de fonte sdo importantes, o esquema FLOS ndo fornece resultados
melhores que o esquema FLO. Além disso, uma funcdo de interpolacdo linear passa a ser utilizada
nos termos difusivos e o esquema FLO € utilizado apenas nos termos advectivos. Com isso, a idéia
de uma Unica funcdo de interpolacdo para tratar de todos os termos é abandonada e a forma final do
esquema FLO, utilizado apenas no termo advectivo, é consolidada.

No trabalho de Abbassi et al (2003) é relatado que o esquema de interpolacdo FLO ndo deveria
ser utilizado em casos de escoamentos laminares. Segundo o autor a melhor escolha seria o
esquema de interpolacéo linear nos termos advectivos, apesar deste ndo levar em conta a diregéo do
escoamento. O estudo apresentado por Abbassi et al (2003) ndo poderia ser totalmente conclusivo,
uma vez que um namero reduzido de problemas foi considerado.

Neste trabalho o problema adveccdo/difusdo de um pulso foi escolhido com o objetivo de
comparar solugdes numéricas obtidas com as funcBes de interpolacdo FLO e LI. A solucdo exata
para 0 caso Re — o é conhecida e também uma solugdo analitica aproximada apresentada em
Raithby (1976) sera utilizada como referéncia.

2. EQUACAO GOVERNANTE

A equacdo de conservacdo de um escalar qualquer, ¢, considerando o caso bidimensional em
um sistema de coordenadas cartesianas, pode ser escrita na forma da equacdo (1). O escalar neste
caso pode ser temperatura ou concentracdo de uma determinada espécie quimica. A resolucdo de tal
equacéo depende do conhecimento do campo de escoamento.
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Onde T’ ¢ o coeficiente difusivo, S representa o termo fonte, # é a massa especifica do
fluido, U é o tempo u e v sdo as componentes de velocidade nas direcdes x e y, respectivamente.

3. DISCRETIZACAO DO DOMINIO E FUNCOES DE INTERPOLACAO

Quando se utiliza uma técnica numérica os calculos sdo realizados apenas em certos pontos do
dominio de célculo. No método aqui utilizado as malhas de elementos sdo gerada por triangulacdo
de Delaunay e a malha de volumes de controle é obtida pela aplicacdo do método das medianas. Na
figura 1(a) é apresentada uma malha de elementos, onde os volumes sdo destacados pelas linhas
negras. Cada volume de controle possui um nd central. Na figura 1(b) é mostrado um elemento
isolado com um sistema coordenadas localizado no centrdide do elemento orientado na direcéo do
escoamento meédio, tal como utilizado no esquema de interpolacdo FLO.

Figura 1. Malha tipica obtida por triangulacéo (a) e um elemento destacado da malha (b).
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3.1 Funcdo de Interpolacéo

Quando se utiliza uma técnica numérica, os calculos sdo realizados apenas em certos pontos do
dominio de calculo, dados pela malha. As funcbes de interpolacdo possibilitam que os calculos
sejam efetuados nos demais pontos do dominio. Se o problema ndo é unidimensional dificilmente
podera ser obtida uma funcdo de interpolacdo que represente de maneira exata um certo fenémeno,
logo as fungdes de interpolagdo forneceram apenas valores aproximados. Uma maneira simples de

obter os valores de ¢ em qualquer pontos dentro de um elemento e através de interpolacdo linear. O
esquema de interpolacéo linear, LI, pode ser escrito como:

¢=AX +BY +C

Deve-se notar que os valores de ¢1, % ¢ 2 nos pontos nodais podem ser utilizados para
determinacéo das constantes.

No caso do esquema FLO um sistema local de coordenadas é colocado no centrdide do
elemento, figura 1(b), cuja direcdo X ¢ alinhada com o escoamento médio do elemento.O esquema
de interpolacdo FLO é dado por:

é. = Aé+BY +C )

Com:

r _
é ___ ¢ {exp|: Pe(x X max ):| _ 1}
Py, X max X min
Pe € o0 nimero de Peclet do elemento dado por: Pe = pu,, (XmaX — X in )/1““’ .
O comprimento caracteristico, X, — X, » do elemento é dado por:

Xmax = maX(X1' XZ'X3) € Xmin = min(X1' XZ'X3)

A velocidade média do elemento é calculada como:

U,, =+/U2+V2
Onde u,, e v,, sdo as velocidades médias do elemento.

Para maiores detalhes, envolvendo desde a descricdo geral do método até a discretizacdo das
equac0es, recomenda-se consultar Baliga e Patankar (1988).

3.2 Caracteristicas das Malhas Utilizadas.

A titulo de exemplo, duas malhas sdo mostradas na figura 2. Os volumes sdo destacados pelas
linhas pretas. As malhas utilizadas nas simulacbes do presente trabalho apresentam a mesma
organizacao dos elementos das malhas exemplificadas. A Unica diferenca é que as malhas utilizadas
sdo mais finas, possuem aproximadamente 2400 volumes finitos cada uma. A malha 1 possui 0s
volumes alinhados com o escoamento, ja a malha 2 apresenta distribuicdo aleatéria dos volumes. As
malhas utilizadas rotineiramente na solucéo de problemas praticos séo similares a malha 2.
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Figura 2. Malhas utilizadas nos calculos.
4. RESULTADOS

O problema de adveccéao/difusdo de um pulso € ilustrado na figura 3. A equagdo (1) modela o
problema em questdo, neste trabalho ela foi resolvida desconsiderando os termos de variacdo
temporal e de fonte. Todos os casos foram simulados em duas malhas diferentes, porém com igual
numero de volumes. O angulo de inclinacdo do vetor velocidade igual a 45°. As condi¢cbes de
contorno s&o identificadas na figura 3. Foi adotado L=0,5¢e I'¥ e p unitarios. A linha de resultados

possui x=0,25 e y variando de 0 a 0,5.

Linha de resultados
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Figura 3. llustracdo do problema de advecc¢édo/difusédo de um pulso.

Vaérios casos foram simulados. Foram considerados Re =250, Re=1000, Re=2000 e
Re — . Os resultados serdo apresentados na ordem crescente de numero de Reynolds.
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Na figura 4, para Re = 250, os resultados para as duas malhas s&o mostrados. Verifica-se uma
concordancia muito boa das solugdes numéricas com a solugdo analitica de Raithby (1976). Para
que se possa comparar as diferencas entre os resultados, a figura 5 apresenta as diferencas entres 0s
resultados numéricos com o analitico.
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Figura 4. Perfil de ¢, Re=250, malha 1(a) malha 2 (b).

Como pode ser percebido na figura 5, as maiores diferencas, considerando a malha 1, foram as
do esquema FLO. Para a malha 2 as diferencas sdo equivalentes entre os esquemas utilizados.
Assim, para este nimero de Reynolds considera-se que os dois esquemas sdo igualmente precisos.
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Figura 5. Perfil de ¢, — ¢, , Re=250, malha 1 (a) e malha 2 (b).
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Para Re =1000, os resultados para as duas malhas sdo mostrados na figura 6. Mesmo com o
aumento do numero de Reynolds as diferencas entre as solucdes ainda sdo muito pequenas.

(a)
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analitica sdo bem maiores que as obtidas com a malha 1.
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Figura 6. Perfil de ¢, Re=1000, malha 1 (a) e malha 2 (B)

As solucdes obtidas com a malha 1 novamente sdo muito boas, figura 7, pois as diferengas
continuam muito pequenas. J& com relacdo aos resultados obtidos com a malha 2, as diferencas
entre as solugdes numéricas sao pequenas. Ja as diferencas entre as solu¢des numeéricas e a solugdo
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Figura 7. Perfil de ¢, — ¢, , Re=1000, malha 1 (a) e malha 2 (b).
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Na medida que o nimero de Reynolds cresce as diferencas entre as solu¢fes numeéricas
crescem proporcionalmente. As mesmas tendéncias podem ser notadas neste caso, figuras 8 e 9.

(a) (b)
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Figura 8. Perfil de ¢, Re=2000, malha 1 (a) e malha 2 (B)

Ainda que existam diferencas de predicOes entre 0s esquemas, como pode ser verificado na
figura 9, ambos esquemas possuem mesma ordem precisdo e nenhum dos dois se destaca muito em
relagdo ao outro.
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Figura 9. Perfil de ¢, — ¢, , Re=2000, malha 1 (a) e malha 2 (b).
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No caso extremo, onde Re — o0, a solugdo exata é conhecida. O esquema FLO apresenta bons
resultados, especialmente com relagdo a malha 1. J& o esquema LI falha totalmente no caso onde a
malha 2 é utilizada, por isso a curva para este esquema ndo foi apresentada na figura 10(b).
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Figura 10. Perfil de ¢ ,Re —> o, malha 1 (a) e malha 2 (b)

5. CONCLUSAO

As funcOes de interpolagdo apresentaram resultados similares para todos os casos simulados.
Como esperado, no caso extremo onde Re — oo, a funcgdo de interpolacdo linear falha totalmente.
Com relacgéo ao ultimo resultado apresentado, como as malhas utilizadas possuiam igual nimero de
volumes, constata-se que os resultados obtidos com ambos esquemas dependente fortemente da
forma como os volumes estéo distribuidos no dominio. Para o caso onde a malha 2 foi utilizada, os
resultados para ambos 0 esquemas apresentaram oscilacdo numérica. Quanto ao esquema FLO, a
pesar da funcdo de interpolacdo estar aplicada na direcdo do escoamento médio do elemento, ainda
existe dependéncia dos resultados com o alinhamento da malha com o campo de escoamento. Ainda
que os resultados obtidos com a funcédo de interpolacdo linear estejam préximos do analitico para
baixos numeros de Reynolds, esta fungdo de interpolagdo deve ser utilizada com cautela no termo
advectivo, uma vez que esta ndo considera a direcdo do escoamento para o calculo dos valores
interpolados.
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Abstract: This work presents the numerical solution of an advection-diffusion problem of a step
jump to comparison of two interpolation functions. The Control Volume Finite Element Method
(CVFEM) is used in this case. Traditionally, in such method a flow oriented interpolation function
(FLO) is used in the advection term. However in recent works it is demonstrated that the use of a
linear interpolation function (LI) in the advection term produces better results in the case of
laminar fluid flow. To evaluation the LI and FLO interpolation functions the advection-diffusion
problem cited is numerically solved. The numerical results are compared with analytical solution.
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