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Resumo: Neste trabalho, um esquema “upwind” moderno de alta ordem para simula¢do numérica
de escoamentos newtonianos, incompressiveis e com superficies livres é investigado. No contexto
de diferencas finitas e varidveis primitivas, as equagoes de conservagcdo sdo analisadas e imple-
mentadas no ambiente de simulacdo Freeflow-2D e 3D. A derivagdo do esquema “upwind” de alta
ordem QUICKEST adaptativo se baseia na aproximacdo NVD (“Normalized Variable Diagram”)
e na restricdo TVD (“Total Variation Diminishing”). Os seguintes problemas sdo simulados: um
jato sobre uma superficie rigida para o caso 2D e o problema “Broken Dam” para os casos 2D
e 3D em que os resultados numéricos sdo comparados com resultados numéricos/experimentais e
analiticos.

Palavras-chaves: Escoamentos com superficies livres, esquema QUICKEST Adaptativo, método
de diferencas fiitas, escoamentos de fluidos incompressiveis, alto niimeros de Reynolds.

1. INTRODUCAO

Muitos problemas em escoamentos de fluidos sdo caracterizados por envolver altos valores
do nimero de Reynolds, especialmente aqueles em regime turbulento. Obter solu¢cdes numéricas
representativas para essa classe de problemas é muito dificil, em virtude da forte influéncia dos
termos advectivos (ndo-lineares) nas equacgdes diferenciais parciais de transporte. Conseqiiente-
mente, o tema tem sido uma das principais preocupacdes da comunidade cientifica em dinamica
dos fluidos computacional.

O desenvolvimento e aplicacdo de estratégias “upwind” para a discretizacdo dos termos ad-
vectivos, em geral, afetam de maneira significativa a estabilidade e a precisdo do método numérico
como um todo. Por um lado, os esquemas “upwind” de primeira ordem sdao os mais apropriados
para suavizar oscilagdes/instabilidades; entretanto, durante o processo numérico, eles introduzem
viscosidade artificial que pode comprometer a precisdo dos resultados numéricos obtidos (ver,
por exemplo, Ferreira et al. (2002)). Por outro lado, aproximagdes classicas de alta ordem, tais
como diferencgas centrais e QUICK (“Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinema-
tics”) sdo boas estratégias para melhorar a precisdo do método numérico, porém geram freqiien-
temente solu¢des numéricas oscilantes e/ou instaveis, comprometendo assim os resultados. Em
algumas aplicacOes, as oscilagdes sao tolerdveis (Ferreira et al. (2002)), porém, em problemas
envolvendo turbuléncia os processos nao-lineares podem amplificar as oscilagdes acarretando nao-
convergéncia da solu¢do numérica.
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Com o proposito de minimizar o efeito da viscosidade numérica e, a0 mesmo tempo, obter
aproximacoes livres de oscilagdes/instabilidades, € crucial adotar uma estratégia para discretizar
os termos advectivos que combina esquemas de primeira e alta ordens e que leve em conta a
propagacao de informacao fisica na modelagem. Os resultados dessa composicao sao as estratégias
“upwind” de alta ordem limitadas.

O objetivo do presente trabalho € apresentar o estado atual do trabalho de doutorado em desen-
volvimento no LCAD/ICMC-USP. O projeto visa a simula¢gdo numérica 2D e 3D de escoamentos
incompressiveis a altos valores do nimero de Reynolds. Para tanto, o esquema upwind limitado de
alta ordem QUICKEST Adaptativo proposto por Kaibara et al. (2004) e a metodologia GENSMAC
sdo analisados/implementados no ambiente de simulacio Freeflow-2D e 3D.

Uma maior discussado da literatura acerca do tema e da metodologia numérica empregada neste
trabalho pode ser encontrada em Ferreira et al. (2002) e Ferreira et al. (2006), e o estado atual do
codigo Freeflow-2D e 3D estd bem explicado em Castelo et al. (2000).

2. FORMULACAO MATEMATICA

As equacdes que modelam escoamentos de fluidos newtonianos incompressiveis sdo as equa-
coes de Navier-Stokes e a equacdo de conservacao de massa (continuidade), dadas por

Ou 1 _, 1
E%—V.(uu)——Vp—i-EVu—i-Wg, (1)
V.u=0, 2)

em que t é o tempo, g é o campo gravitacional, u(x,t) ¢ o campo de velocidade e p é o campo
pressdo. Os parametros adimensionais Re = (LU)/v e Fr = U/(/L|g|) sdo, respectivamente,
os numeros de Reynolds e Froude, na qual L € a escala de comprimento e U é a velocidade
caracteristica. v € o coeficiente de viscosidade cinematica (constante) do fluido. Em conjunto
com as condig¢des iniciais e de contorno, as Equacdes (1) e (2) sdo resolvidas numericamente no
ambiente de simulacdo Freeflow-2D e 3D de Castelo et al. (2000).

3. CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO

Para as condig¢des iniciais, todas as varidveis sdo prescritas no inicio dos célculos (condi¢ao de
Dirichlet). Em contornos rigidos, a velocidade obedece a condicao de ndo-deslizamento (u = 0).
Na entrada do dominio de solu¢des, é imposto um perfil parabdlico para a velocidade, e na saida
de fluido a condi¢do homogénea de Neumann € utilizada para essa varidvel. Nas paredes sélidas,
assume-se que o fluido é aderente (no-slip) ou sem aderéncia (free-slep). Desprezando-se tensoes
superficiais, as condi¢des de contorno em superficies livres para escoamentos tridimensionais sao
(Detalhes sobre essas equagdes podem ser encontradas em Ferreira et al. (2006))

2 |[0u 4 Ov , Ow , ou Ov
P— 5 |lanet g, ton+ 50+ 57 ) taly

Re |0z * Oy 0z dy Ox
ou Ow ov  Ow
« (5 g rem+ (55 5y ) o] =0 )
1 ou ov ow ou  Ov
ou Ow ov  Ow
i 1 ZrT )V m 1 — 4
(8z+0m>(m xnz—i—mznx)—l—(aZﬂLay)(m ynz—I—mzny)} 0 %)



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006

e
1 ou ov ow ou Ov
— [2—m?2 2—m2 2—m2 —_— 4+ — 2 2
e [ 5y M2 + 8ym gy + 5, 21 + (ay + 895) (m2,ny + m2yn,)
ou Ow ov Ow
) (me2 P 20 m2 P -
+ <8z + 8:5) (m2,n, +m2,n,) + ((% + 8y> (m2yn, +m Zny)} 0, (5)

em que, (n,,n,,n,) é o vetor unitdrio normal, externo a superficie livre, (ml,,ml,,ml,) e
(m2,,m2,, m2,) sdo os vetores tangentes a superficie livre.

4. FORMULACAO NUMERICA

Para resolver numericamente as Equacdes (1) e (2), assume-se que no instante ¢, 0 campo
velocidade u(x, ty) é conhecido. Além disso, assumem-se que sdo dadas as condigdes de contorno
para u e p. Para o célculo dos campos u e p em t = ¢, + Jt utiliza-se o método da projecdo (ver
Chorin (1968)) como segue:

PASSO 1: Seja p(x, ty) um campo de pressao arbitrario que satisfaz as condi¢des de contorno
para a pressao na superficie livre. Esse campo é calculado pela Equacdo (3) e as velocidades nas
superficies livres por (4) e (5).

PASSO 2: Com um campo de pressdao p conhecido no tempo inicial, ou num ciclo prévio,
calcular um campo de velocidade intermedidrio u(x,¢) em t = to + dt, com u(x,tg) = u(x,tg),
satisfazendo a equagdo

ou

Ou L
ot

1
— P . PR— N 2 —
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t=to t=to

PASSO 3: Resolver a equagao de Poisson
V2¢(X> t) =V ﬁ(X> t) (6)

para v, com condi¢des de contorno tipo Neumann homogénea na parede e entrada de fluido, e
condi¢do de Dirichlet na superficie livre e saida de fluido.

PASSO 4: Atualizar o campo de velocidade como u = u — V.

PASSO 5: Atualizar o campo de pressdo como p = p + ¢/dt.

PASSO 6: Atualizar as posi¢des das particulas marcadoras. Essas particulas permitem a
visualiza¢do do escoamento, e suas posi¢cdes sao atualizadas resolvendo-se as equagdes diferenciais
ordindrias * = u e y = v pelo método de Euler.

PASSO 7: Atualizar as condicdes de contorno necessdrias para o préximo ciclo.

5. DISCRETIZACAO POR DIFERENCAS FINITAS

No contexto de varidveis primitivas, as equacdes de conservacdo (1) e (2) sdo discretizadas
pelo método de diferencas finitas numa malha deslocada. A pressdo é aproximada no centro das
células e as componentes da velocidade u, v e w sdo aproximadas nas faces das células (ver, por
exemplo, Ferreira et al. (2002)) As derivadas temporais sao aproximadas por diferengas avangadas
de primeira ordem (Euler explicito). Os termos difusivos e os gradientes de pressao sao aproxi-
mados por diferencas centrais enquanto que os termos advectivos sao discretizandos usando-se o
esquema QUICKEST Adaptativo por Kaibara et al. (2004) (ver também Ferreira et al. (2006)).
Detalhes deste esquema serdo apresentado na proxima secao. A equacdo de Poisson (6) € aproxi-
mada por diferencas centrais e o sistema de equacdes lineares resultante é resolvido pelo método
de gradientes conjugados.
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5.1 Termos Advectivos

A discretizacdo dos termos advectivos (ndo lineares) nas equagdes de Navier-Stokes merece
atencao especial porque tais termos sdo responsdveis por fendmenos complexos no escoamento e
sdo os principais causadores de dificuldades numéricas nas simulagdes. Nesse trabalho, esses ter-
mos advectivos sdo discretizados usando o esquema QUICKEST Adaptativo, um esquema upwind
limitado de alta ordem. Este esquema € derivado no contexto de varidveis normalizadas de Leonard
(1991) e na propriedade TVD de Harten (1984) e Sweby (1984). Consequentemente, o esquema
satisfaz o critério CBC de Gaskell and Lau (1988) . A idéia principal na derivagdo deste esquema
¢ combinar a exatidao e monotonicidade, e assegurar a flexibilidade (dependéncia do nimero de
Courant). Este esquema assegura que a variacdo total das varidveis ndo aumenta com tempo;
dessa forma a dispersao numérica (oscilagcdes numéricas espurias) nao € gerada. Em resumo, este
esquema advectivo é implementado no codigo Freeflow pela seguinte equacao

¢

(2 —0)¢y, 0< oy <a
R QBU‘l‘%(l_|9|)(1_$U)_%(1_02>(1_2$U)a a<dy<b
by = ) ) @)
1—0+ 09y, b<oy <1
| ov. du ¢ [0,1]
na qual § = V; - 6t/éx é nimero de Courant, V; velocidade convectiva e 0z é o espacamento
da malha, e ¢y = (¢ — ¢r)/(¢p — ¢r) € as varidveis normalizadas de Leonard’s (ver Leonard
(1988)).
As constantes a e b na Equacgao (7) sdo dadas por,
. 2 — 30| + 6? e B —4 4660 — 3|6] + 6*
T — 60— 3|0 + 202 ~ —54660 — 3|6] + 202

Por simplicidade, somente a discretizacdo do termo ndo linear na componente u das equagdes
de Navier-Stokes tridimensional serd apresentada. A discretizacdo dos outros termos € andloga.
No ponto de discretizag¢do (i + %, J, k) da malha 3D diferenciada, o termo advectivo é aproximado
pelo esquema conservativo

(2 2
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obtidos calculando a média.
Em resumo, usando o esquema QUICKEST Adaptativo, a velocidade u; ; 1, € calculada por
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6. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sao apresentados resultados numéricos para o problema de escoamento de um jato
livre sobre uma superficie rigida impermedavel para o caso 2D e o problema “Broken Dam” para
os casos 2D e 3D.

6.1 Jato Livre sobre uma Supeficie Rigida

O primeiro resultado estudado para validagao do modelo numérico € o escoamento de um jato
incidindo perpendicularmente sobre uma superficie rigida impermedvel e sob o efeito do campo
gravitacional. Este problema com superficie livre foi estudado por Watson (1964). Desprezando
os efeitos de tensao superficial, Watson derivou uma expressao analitica aproximada para a altura
h entre a superficie rigida e a superficie livre do fluido (os detalhes podem ser vistos em Watson
(1964)).

superficie livre

outflow outflow

superficierigida

Figura 1. Configuracao de um jato de fluido incidindo sobre uma superficie rigida.

Neste problema com superficie livre, o nimero de Reynolds baseado na velocidade maxima
Unmaz = 1.0 m/s e no diametro do injetor L = 0.01 m foi de Re = 2000. A altura do injetor esta
localizado H = 0.037 m a partir da superficie rigida, como mostra a Figura 1.

Para este problema foram utilizadas quatros malhas diferentes: 100 x 10 células computacio-
nais (0, = 9, = 0.005 m), 250 x 25 células computacionais (9, = ¢, = 0.002m), 500 x 50 células
computacionais (6, = o, = 0.001 m) e 1000 x 100 células computacionais (¢, = ¢, = 0.0005 m).
As Figuras 2 e 3 mostram, respectivamente, os contornos da pressao e velocidade u numa malha
250 x 25 utilizando o esquema QUICKEST adaptativo.

A comparacao entre as solugdes numéricas das quatro malhas e a solucao analitica de Watson
€ apresentada na Figura 4, a qual ilustra as superficies tedrica e computada no tempo ¢t = 5.0 s.
Como pode-se observar nessa figura, os resultados numéricos sobre as malhas 500 x 50 e 1000
x 100 estdo em boa concordancia com a solugdo analitica de Watson, porém indicando pequenas
diferencas em algumas regides. Acredita-se que essas diferencas podem ser atribuidas ao nimero
insuficiente de pontos da malha usados perto da parede rigida.
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-0.034 0.088 0.212 0,335 0458 0.580 0.703 0826

Figura 2. Evolucdo do perfil da superficie livre e contorno da pressdo para o jato livre utilizando o
esquema QUICKEST Adaptativo.

-1.748 -1.243 -0,751 0,252 0247 0.748 1.245 1.744

-1.230 -0.879 -0.527 0,178 0176 0527 0.879 1.230

Figura 3. Evolucao do perfil da superficie livre e contorno da velocidade na dire¢do « para o jato
livre utilizando o esquema QUICKEST Adaptativo.

4 T T T T
35 i
3r analytical solution e i
g mesh 100x10 -+
mesh 250x25 —*—
i mesh 500x50 ---:---
25 : mesh 1000x100 & |

h/(0.5*D)

x/(0.5*D*Re)

Figura 4. Comparacgdo entre a solu¢do numérica e a solucdo analitica de Watson nas quatro malhas.
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6.2 Problema “Broken Dam”

Considera-se uma coluna de fluido retangular de comprimento a = 0,05 m, largura w = 2a
e altura h = 2a em equilibrio hidrostatico confinada entre paredes. No tempo ¢ = 0, esta co-
luna € instantaneamente posta a acdo da gravidade e, consequentemente, deslizando-se na dire¢ao
horizontal. Este problema foi estudado experimentalmente por Martin and Moyce (1952) para in-
verstigar a velocidade do espalhamento do fluido na posi¢do horizontal e da altura da coluna de
fluido apds removida a comporta do container. A evolucido do escoamento, obtida pelo método
numérico, é mostrada na Figura 5.

t=0.10s

t=0.20s

Figura 5. Evolu¢do do escoamento para o “Broken Dam” 3D.

O ndimero de Reynolds baseado na escala de comprimento . = a e na velocidade carac-
terisitica do fluido U = \/L|g| € Re = LU /v = 99045.444 (|g| = 9.81 ms™2). A malha utilizada
para este problema é 150 x 75 (¢, = ¢, = 0.002 m) células computacionais no caso 2D, e 150 x
50 x 75 (6 = 6, = &, = 0.002 m) células computacionais no caso 3D.

As Figuras 6 e 7 mostram, respectivamente, os dados experimentais e os resultados numéricos
2D/3D para a posi¢do frontal do fluido (Xmax) versus o tempo e a altura da coluna do fluido
(Y'max) versus o tempo (os resultados numéricos 3D foram obtidos a partir do corte feito no plano
2y na posi¢do y = 0.05m). Observa-se nessas figuras que os resultados numéricos obtidos pelo
Freeflow-2D e 3D equipado com o esquema QUICKEST Adaptativo estdo em boa concordancia
com os resultados experimentais obtidos por Martin and Moyce (1952).
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Figura 6. Comparacdo entre os resultados numéricos 2D e 3D com os dados experimentais da
posicao frontal da coluna de fluido X' max versus o tempo adimensional.

09 | 3D results —=— —
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Figura 7. Comparacdo entre os resultados numéricos 2D e 3D com os dados experimentais da
posicao da altura da coluna de fluido Y max versus o tempo adimensional.
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7. CONCLUSAO

O objetivo do presente trabalho € apresentar o estado atual do trabalho de doutorado em desen-
volvimento no LCAD/ICMC-USP. O projeto visa a simulagdo numérica 2D e 3D de escoamentos
incompressiveis a altos valores do nimero de Reynolds. Para tanto, o esquema upwind limitado de
alta ordem QUICKEST adaptativo proposto por Kaibara et al. (2004) e a metodologia GENSMAC
sao analisados/implementados no ambiente de simulacdo Freeflow-2D e 3D.

Para acessar o desempenho do método numérico, dois problemas foram simulados, a saber: o
problema de um jato livre sobre uma superficie rigida impermeével e o problema “Broken Dam”
para amobs os casos 2D e 3D. Para a simulacdo de um jato livre, os resultados numéricos foram
comparados com a solu¢do analitica de Watson. E neste caso, foram observadas algumas dis-
crepancias entre os resultados numéricos e o analitico de Watson. Esses desvios podem ser atribui-
dos ao “tamanho” da malha. No caso do problema “Broken Dam”, os resultados numéricos foram
comparados com os dados experimentais de Martin and Moyce (1952) e, nesse caso, observou-se
uma boa concordancia, tanto no caso 2D quanto no 3D.
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Abstract: In this work, a modern high-order upwind scheme (called adaptative QUICKEST)
for numerical simulation of incompressible newtonian free surface flows is investigated. In the
context of finite differences and primitive variables, the conservation equations are analyzed and
implemented in the Freeflow-2D and 3D simulation systems. This high order upwind scheme is
based on normalized variables of Leonard and total variation diminishing Harten. The following
problems have been simulated: a 2D jet impinging onto a solid surface and 2D/3D Broken Dam
problems. The numerical results are compared with experimental and analytical data. In general
the agreement is good.

Keywords: Free surface flow, Adaptative QUICKEST scheme, finite difference method, incompres-
sible fluid flow, high Reynolds numbers



