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Resumo: Este trabalho versa sobre uma metodologia empregada para a solução da transferência 

de calor por radiação de materiais classificados como semitransparentes (MST), isto é, materiais 

que absorvem, emitem e difundem a radiação, em uma geometria unidimensional sem a condição de 

simetria azimutal do feixe de radiação incidente. Utiliza-se o método de ordenadas discretas 

acoplado a um método analítico para a solução do sistema de equações diferenciais parciais para o 

campo de intensidades difuso. A metodologia para a análise de um problema sem a condição de 

simetria azimutal é a de transformar este problema em um conjunto de mini - problemas com 

simetria, reescrevendo o campo de intensidades em termos de uma expansão em série de Fourier e 

a função de fase em termos de polinômios de Legendre.  

 

Palavras-chave: Soluções Formais da ETR, Equações Integro -Diferenciais, Meio 

Semitransparente, Método de Ordenadas Discretas. 

 
1. INTRODUÇÃO: 

 
O presente trabalho se utiliza inicialmente da formulação analítica desenvolvida por Nicolau 

(1994) que apresenta as soluções do conjunto de equações diferenciais em termos das 

transmissividades e refletividades para um problema com a condição de simetria azimutal do feixe 

de radiação incidente. Os fenômenos físicos causados por um feixe de radiação, que de forma 

oblíqua incide sobre o meio, são analisados e modelados segundo as formulações de Chandrasekar 



[1960] e Özisik [1973] para a transformação do problema sem simetria azimutal em um conjunto de 

problemas com simetria, aplicado ao caso de funções delta de Dirac, nas quais o campo de 

intensidades é descrito em termos de séries de Fourier e a função de fase em termos de polinômios 

de Legendre no caso de uma difusão anisotrópica. 

 

2. A EQUAÇÃO DE TRANSFERÊNCIA RADIATIVA: 

 
Para a obtenção da ETR efetua-se, a uma freqüência ν, um balanço dos mecanismos físicos de 

interação radiação/meio por um feixe de radiação se propagando através de um meio que absorve, 

emite, ou espalha, obtém-se a expressão da ETR monocromática: 
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  A ETR pode ser escrita na sua forma adimensional. Inserindo parâmetros como espessura 
óptica, coeficiente de extinção e albedo, ννν ωβτ e, teremos: 
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3. Condição de Simetria Azimutal: 

 
A condição de simetria azimutal é normalmente utilizada devido a facilidade de resolução que ela 

fornece a ETR. Utilizando esta condição, as variáveis tornam-se independentes do ângulo de 

azimute, φ e são constantes em torno de um cone de ângulo sólido Ω centrado no eixo x. Neste caso: 
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A ETR, Eq. (2), torna-se: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 'd,'p',ITI,I,I

o μμμμτωωμτ
∂τ

μτ∂μ ∫−+−=+
1

12
1                  (4) 

 

 

 
 

 

 

 

 



 
Figura 1: Discretização polar do espaço em vários anéis (Ruperti, 1996). 

 

4 – Formulação Matemática Do Problema Sem Simetria: 
 

Como o feixe de radiação incide de forma oblíqua ao meio semitransparente, é necessário 

resolver a equação de transferência radiativa sem a condição de simetria azimutal do feixe de 

radiação incidente. Como a dificuldade de resolução da ETR se torna maior, procura-se então uma 

forma de minimizar estas dificuldades.  

Uma forma de se contornar esta dificuldade é transformar um problema sem a condição de 

simetria azimutal do campo de intensidades radiativas, em um conjunto de vários problemas com 

simetria. Para tanto serão analisados dois casos, a saber: 
 

4.1 - Difusão Isotrópica  
 

Na difusão isotrópica a função de fase é unitária para todas as direções sendo considerados: 

• Geometria Unidimensional  

• Sem interface. 

• É submetida em uma face a um feixe colimado de radiação incidente. 

A equação de transferência radiativa que representa tais condições pode ser escrita como: 
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Na qual g representa o termo não homogêneo e as condições de contorno são apresentadas 

como: 
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Utilizando um problema auxiliar para facilitar a solução da Eq.(4), a formulação será dada por: 
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As condições de contorno são as mesmas descritas na Eq.(13). 
 

Separando o campo de intensidades em I0
+ e I0

-  e resolvendo a Eq.(14), tem-se: 
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O termo fonte é representado na Eq.(5) e pode ser reescrito como: 
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Como o campo de intensidades pode ser definido como a soma da intensidade não espalhada 

utilizada no problema auxiliar e a intensidade espalhada dentro do meio semitransparente e 

utilizando o termo fonte descrito na Eq.(9), a equação de transferência se torna: 
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Com as condições de contorno: 
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4.2 - Difusão Anisotrópica 
 

Para realizar esta análise são condições necessárias: 

• Geometria Unidimensional. 

• Não possui termo de Geração. 

• Incidência inclinada em τ = 0 de um feixe inclinado. 

•  Não apresenta incidência em τ = τ0 . 

• A função de fase seja representada em termos de polinômios de Legendre. 

A equação de transferência radiativa que representa tais condições pode ser escrita como: 
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De forma que o termo p(μ0) representa a função de fase em termos de polinômios de Legendre, 

dada por: 
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 Na qual μ0 é o ângulo formado entre as direções Ω e Ω’, e as condições de contorno são 

apresentadas como: 
 

( ) ( )
( ) 00,,

0,,,0

0

1

<=
>=

μφμτ
μφμφμ

comI
comFI                                                                                            (14) 

 



Utilizando de um problema auxiliar homogêneo para facilitar a solução da Eq.(12), a formulação 

será dada por: 
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As condições de contorno são as mesmas descritas na Eq.(14). 

Separando o campo de intensidades em I0
+ e I0

-  e resolvendo a Eq.(12), tem-se: 
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O termo fonte é representado na Eq.(12), por: 
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E pode ser reescrito como: 
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Como o campo de intensidades pode ser definido como a soma da intensidade não espalhada 

utilizada no problema auxiliar e a intensidade espalhada dentro do meio semitransparente e 

utilizando o termo fonte descrito na Eq.(18), a equação de transferência se torna: 
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Com as condições de contorno: 
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Para separar a Eq.(19) em um conjunto de problemas com simetria azimutal a função de fase 

deve estar representada em termos de polinômios de Legendre e o campo de intensidades deve ser 

escrito em termos de série de Fourier. Utilizando-se de um caso especial para a formulação, ou seja, 

utilizando funções delta com incidência externa de intensidade f 1, ângulo de incidência θ1 e ângulo 

de azimute φ 1 . 

 

5 – Aplicação As Funções Delta De Dirac: 
 

Utilizando-se de um caso especial para a formulação, ou seja, utilizando funções delta com 

incidência externa de intensidade f 1, ângulo de incidência θ 1 e ângulo de azimute φ 1 , podemos  

descrever a função prescrita F 1 como: 

 

( ) ( ) ( )φφδμμδφμ −−= 1111 , fF                                                                                        (21) 

 

O termo em seno na série de Fourier representa uma condição de contorno difusa. Assim as 

intensidades radiativas podem ser escritas em termos apenas do co-seno do ângulo de azimute e do 

campo de intensidades, em função de uma coordenada de posição e do ângulo de incidência. 

Tomando a Eq.(19) e nesta substituindo o campo de intensidades e as condições de contorno, 

teremos: [Özisik, 1973] 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−=

=−+
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∂

∑∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑
∑

∞

== ==

+

−=

= ==

+

−=

∞

=

∞

=

0
1

''

0
0

2

0

1

1

'

''''

0
0

2

0

1

1

''
1

0
1

0
1

cos,cos2
4

cos2exp,
4

cos,
cos,

' '

' '

k

km
n

N

m

N

mn

m
n

m
nm

m
n

N

m

N

mn

m
n

m
nm

k

kk

k

kImPPadd

ddmPPaF

kI
kI

φφμτφφμμδφμ
π
ω

φμφφμμδμ
τφμ

π
ω

φφμτ
τ

φφμτ
μ

π

φ μ

π

φ μ

  (22) 

 

Após alguns arranjos a Eq.(22) pode ser transformada em um conjunto de equações em função 

das intensidades pois o termo em cossenos presente no somatório é linearmente independente. 

Usando as funções delta, Eq.(21), pode-se escrever este conjunto de equações como: 
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As condições de contorno da Eq.(23), serão: 
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Variando-se os índices k e n de modo que k = 0, 1, 2, ..., N  e n = k, k+1, k+2, ..., N. 

A resolução da Eq.(23) ainda apresenta dificuldades devido ao termo integral, desta forma esta 

integral é discretizada pelo método de ordenadas discretas, isto é, substituindo o termo integral por 

um somatório variando em cada direção discreta. Assim a equação de transferência radiativa ETR, 

se torna: 
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Usando na equação anterior a direção discreta μI e dividindo a equação por este termo, temos: 
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Reescrevendo a constante f 1 como a intensidade colimada I 0  dω0, podemos utilizar a 

formulação geral da Eq.(34) em termos de transmitâncias, apresentando – a como: 
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Sendo a formulação geral para este caso. 

 

6 – CONCLUSÃO: 
 

 Através da metodologia apresentada neste trabalho, define-se um método para ser empregado 

na resolução da equação de transferência radiativa de materiais classificados como 

semitransparentes (MST), em uma geometria unidimensional, sem simetria azimutal e inclinação do 

feixe de radiação incidente. 
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Abstract.  A methodology for solved the Radiative Transfer Equation (RTE) is presented, 
applied in diffuse semi transparent materials (MST), or either, absorbing, scattering and 
emitting the thermal radiation. Utilized a one-dimensional geometry without azimuthally 
symmetry condition in  function by inclination incident beam and to convert the without 
azimuthally symmetry problem in a  azimuthally symmetry with problems set, where the 
radiation intensity field is described as Fourier series expansion and the phase function is 
described as Legendre’s  polynomial. 
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