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Resumo: Este trabalho apresenta uma andlise teorica e numérica da freqiiéncia natural de vigas
compositas e fios com memoria de forma embebidos. O estudo é desenvolvido considerando-se
diferentes combinagoes de matriz/reforco. Para cada combinagdo analisa-se a influéncia da frag¢do
volumétrica de fios com memoria de forma sob diferentes condi¢des de engastamento. Os
resultados ilustram como os fios com memoria de forma podem ser empregados para influenciar a
freqgiiéncia natural de vibragdo de estruturas compositas.

Palavras-chave: materiais compositos, ligas com memoria de forma, controle de vibragao;
1. INTRODUCAO

Nos tltimos anos tém-se proposto o emprego de ligas com memoéria de forma (SMA — Shape
Memory Alloys) para o desenvolvimento de estruturas adaptativas (Janoch, 1999; Gandhi e
Thonson, 1994; Srinivasan e Farland, 2001). Entre os materiais funcionais as SMAs tém grande
potencial de aplicacdo em situagdes que envolvem grandes forcas, grandes deformagdes e baixas
freqiiéncias. Nesta linha de pesquisa identificam-se basicamente duas tendéncias: i) aplicacdo de
SMA para controle de forma (Sanders et al., 2004; Chandra, 2001) e, ii) aplicagdo de SMA para
controle de vibragdo em maquinas e estruturas (Zak, et al., 2003; Oh et al., 2001; Saadat et al.,
2001).

Um dos trabalhos pioneiros sobre o emprego de SMA no controle de vibragao foi apresentado
por Jia e Rogers (1989). Eles propuseram dois conceitos para o controle estrutural: sintonizagdo
ativa de propriedades (APT - Active Properties Tuning) e sintonizagdo ativa de energia de
deformacdo (ASET - Active Strain Energie Tuning). No principio APT o elemento com memoria de
forma ¢ embebido numa estrutura composita. Uma vez que o modulo de elasticidade dessas ligas
varia enormemente com a temperatura, controlando-se o aquecimento torna-se possivel, portanto,
controlar a rigidez da estrutura como um todo. O principio ASET baseia-se no mesmo mecanismo.
Aqui, entretanto, os elementos com memoria de forma sdo pré-deformados, dessa forma, tém-se
mais um parametro que ¢ a tensdo de recuperag@o de forma gerada durante o aquecimento. Schetky
(1992) considera ainda o controle ativo de forma (ASC - Active Shape Control). Neste caso,
elementos com memoria de forma pré-deformados sdo montados a certa distancia do eixo neutro da
estrutura. Quando aquecidos os momentos gerados na recuperagdo de forma dos atuadores
deformam a estrutura. Desta forma, pode-se controlar a forma da estrutura controlando-se o
aquecimento dos atuadores. Baz et al. (1993) propuseram o emprego de fios com memoria de forma
como reforgadores numa viga composita, na qual eles atuam como sensores cujos sinais permitem
um monitoramento continuo da deflexdo da viga. Resultados tedricos e experimentais mostram a
potencialidade das SMA para controle de vibracdes. Nos ultimos 15 anos, varios trabalhos com foco
na aplicagdo de SMA para controle de vibragdo em maquinas e estruturas t€m sido desenvolvidos
(Choi and Hwang, 2000; Willians et al, 2002). Gotthardt e Bidaux (1998) investigaram a aplicacdo
de reforcadores com memoria de forma em compositos. O objetivo era controlar a vibragdo através
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da variagdo das propriedades mecanicas do sistema através da ativacdo dos reforcadores com
memoria de forma. Shahin et al (1997) propuseram a aplica¢do de tenddes com memoria de forma
para o controle ativo de vibragdo em estruturas. Fios com memoria de forma sdo empregados por
Da Silva e Mesquita (2000) para o controle de vibragdo de uma viga engastada explorando em
ambos os efeitos de memoria de forma e pseudoelastico. Nagaya et al (1997) propdem um método
para controle ativo de vibra¢des de um eixo através da variacdo da rigidez de suportes com memoria
de forma. Willians et al. (2002) exploram o mddulo variavel das SMA para desenvolver um sistema
adaptativo-passivo para controle de vibracao.

Lau (2002a) desenvolveu um estudo tedrico-experimental sobre o comportamento dindmico de
uma viga composita com fios de SMA embebidos, sob diferentes condigdes de engastamento. Ele
analisou tedrico e experimentalmente a freqliéncia natural e o amortecimento de uma viga
Epoxi/Fibra de vidro e reforcada com fios de NiTi embebidos na camada intermediaria central. A
resposta do sistema foi analisada considerando diferentes condi¢cdes de engastamento com os fios de
NiTi nos estados martensitico e austenitico. Verificou-se que no estado martensitico a freqiiéncia
natural diminui com o aumento do nimero de fios. Ja no austenitico observa-se o oposto.

O presente trabalho ¢ uma extensdo do estudo apresentado por Lau (2002b). Além do
comportamento da viga Epoxi/Fibra de vidro aqui se considerou também a combinacao
Epoxi/SMA. Para cada uma das combinagdes determinou-se a freqiiéncia natural de vibragdo
considerando-se os fios de SMA nos estados martensitico e austenitica, para diferentes fracdes
volumétricas de SMA e sob as diferentes condicdes de engastamento da viga. Para o
desenvolvimento deste trabalho utilizou-se o modelo para SMA proposto por Brinson (1993). Os
resultados obtidos ilustram como as propriedades termomecanicas das SMAs podem ser exploradas
para o desenvolvimento de sistemas de controle de vibragdo baseado no comportamento
termomecanico das ligas de SMA.

2. MODELAGEM DA VIGA COMPOSITA

A modelagem utilizada no presente trabalho ¢ a mesma apresentada por Lau (2002b). A viga
composita ¢ constituida de uma matriz polimérica (Epoxi) reforcada com fibras vidro, e com fios de
SMA, para ambos os casos os fios de SMA foram embebidos na camada intermediaria central da
viga, Figura la. Foram consideradas trés diferentes condi¢cdes de engastamento: bi-engastada -
condi¢do EE (Figura 1b), engastada em uma extremidade e livre na outra - condi¢do EL (Figura I¢)
e bi-apoiada - condi¢cdo LL (Figura 1d). Para as condi¢des EL e LL considerou-se os fios de SMA
em estado livre de tensdes e deformacdes. No caso da viga bi-engastada foram considerados dois
casos: fios de SMA sem pré-deformacgdo (EE — 0%) e fios de SMA pré-deformados em 4% (EE —
4%).

Engastado Engastado

Comprimento, L

{b)

_Altura, b

Engastado I Livre
Comprimerta, L

) o ——

Fios de SMIA Livre I T I Livre
{a} Comprimerta, L

) I} (d) ™

Fioz de SMIA
Figura 1: a) Viga compdsita com fios de SMA embebidos. b) EE,

¢)EL). d) LL.
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Para desenvolver a analise da freqiiéncia natural a viga hibrida é submetida a uma vibragédo
livre a partir de um deslocamento inicial y_,  imposto no ponto médio da viga(x = L/2).

2.1. Comportamento termomecanico dos fios de SMA

O complexo comportamento termomecanico das SMA esta associado as transformagdes de fase
martensitica, e ¢ fortemente dependente da temperatura. Pare determinar a forga F,.. utilizou-se
neste trabalho o modelo para SMA proposto por Brinson (1993), para o qual a equacdo constitutiva
¢ dada por:

o -0, =D(E)Ne—5,)+O(T-T,)+ QENE- £, ), (1)

onde o ¢ atensdo, & a deformacdo, 7 a temperatura e & a fracdo volumétrica de martensita. Q,
D e O representam o tensor de transformacao de fase, o modulo de elasticidade, e o coeficiente de
expansdo térmica da liga respectivamente. o,, &, &, € I, representam o estado termomecanico
inicial. A evolucdo de & em funcdo da temperatura 7' ¢ dada pelas seguintes relagdes (Liang and
Rogers, 1997):

& =S foosfa (- 4, )41, (22)
& =154 feosfay (- v e 5 (b)
onde
_ T
a,= Af iy ) (3a)
T
ay = ma (3b)

sdo constantes positivas das SMAs. A Eq. (2a) descreve a evolucdo de & durante o resfriamento, ou
seja, descreve a formagdo de martensita a partir da austenita (transformacao direta). Ja a Eq. (2b)
descreve a evolugdo de & durante o aquecimento, ou seja, descreve o a formacgao de austenita. Para

a determinacdo do moédulo elastico e do coeficiente de expansdo térmica da liga utiliza-se a regra da
mistura.

D(&)=éD,, +(1-¢)D,, (4a)
0(¢)=¢0, +(1-¢)o,, (4b)

onde D,, D, ®, e O, representam os modulos de elasticidade € os coeficientes de expansdo

térmica das SMAs nas fases martensitica e austenitica respectivamente.

Uma das situagdes analisadas neste trabalho é o da viga composita bi-engastada com fios de
SMA pré-deformados e embebidos na matriz. Considerando o modelo de Brinson (1993) Lau et al.
(2002a) calcularam que a tensdo de recuperagao nos fios de SMA ¢ dada por:
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onde N ¢ o numero de fios de SMA e d o diametro de cada fio de SMA. « ¢ o coeficiente
expansdo térmica do material composito (matriz/fibra), 7, temperatura ambiente e £, o modulo de

elasticidade da viga epoxi/fibra de vidro na direg¢do da fibras. Para obtengdo da Eq. (5) considerou-
se a hipdtese de uma unido perfeita entre os fios de SMA e a matriz composita. Nesta condigdo
pode-se entdo garantir que as deformagdes nos fios de SMA e na matriz composita sdo iguais (Lau
et al, 2002a).

Na condig¢do de engastamento EE (viga bi-engastada) com fios de SMA pré-deformados ter-se-
4, quando do aquecimento, o desenvolvimento de uma for¢a de recupera¢do devido ao fato do
material tentar recuperar a sua forma original, efeito memoria de forma, e ser impedido pelos
engastamentos. Para se determinar esta forca utilizou-se neste trabalho o modelo para SMA
proposto por Brinson (1993). Lau (2002a) apresenta que essa for¢a de recuperacdo dos fios de SMA
¢ dada por:

Nrd?
4

Fou =0y (‘): ) > (6)

2.2. Determinagéo das freqiiéncias naturais da viga

O comportamento vibratorio lateral de uma viga composita com secdo transversal uniforme,
embebida com fios de SMA pode ser analisado pela equagdo diferencial de quarta ordem dada por
(Lau et al, 2002b):

d2
dygx)—pBAwfy(x)= 0, (7)
X

4
g1, 40

dx4 + FSMA

onde o subscrito B representa as propriedades da viga (matriz/reforco e fios de SMA). p ¢ a
densidade da viga por unidade de volume e @, sua freqii€ncias natural. Para determinar o modulo
elastico e a densidade da viga pode-se usar a regra da mistura da seguinte forma:

E; =E, +(D(‘§)_E1)AS_Ian (8a)
Ay
Pp=pPc+ (pSMA - pc) 4 (8b)

onde 4, e A representam area total da se¢@o transversal dos fios de SMA embebidos, ¢ a 4rea da

viga composita respectivamente. As propriedades do material composito sdo identificadas pelo
subscrito c.

A solucdo da Eq. (7) sera obtida para as trés diferentes condigdes de engastamento EE, EL e
LL. Para a viga bi — engastada (condi¢do EE) a deflexdo e a declividade sdo nulas nas extremidades,
ou seja:

() =0 o (9a)
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w™ _,
ox

0.1 > (9b)

assim, a solucdo geral da Eq. (9) ¢ dada por:
y(x) = Acosh(f,x) + Bsenh(f,x) + C cosh(S,x) + Dsenh(f3,x) . (10)

A derivada primeira da Eq. (10) em relacdo a x é:
% =B, (Asenh(B,x))+ B(cosh(f,x)) - B, (senh(B,x))+ 3, (cosh(,x)), (11)
X

onde

Y L AV S R (122)

2 2
2 2
oo OalENm® o PsAO” (12b)
4EBIB EBIB

Aplicando-se as condi¢gdes de contorno (9) para x =0 nas equagdes (10) e (11) obtém-se a
seguintes expressdes para as constantes 4 e B:

A=-C, (13a)

I
B=-D| =% |. 13b
) =

Substituindo agora os valores de 4 e B nas equagdes (10) e (11) para x = L obtém-se a
seguinte relagdo:

2B (1 —cosh(f,L) cos(,[)’zL)) + (%2

2

— ﬁzJ(senh(ﬂlL)sen([)’zL)) =0. (14)

Neste trabalho utilizou-se o Maple para se obter simbolicamente as raizes da Eq. (14) e uma
expressdo para a freqiiéncia natural da viga em funcdo dos coeficientes dados nas Equagdes 12a e
12b, que ¢ dada por:

o, =V [ s
Ps

Para a condi¢do de engastamento LL tem-se que os deslocamento e momento fletor sdo nulos
nas extremidades de viga, ou seja,

y(x)=0

x=0,L > (16a)
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0’ y(x)
ox? =0

0L - (16b)

Calculando a segunda derivada da Eq. (12) em relacdo a x, e aplicando o resultado na Eq. (16)
obtém-se a seguinte expressao para a condicdo de engastamento LL:

A1) |E,l
w, = [Bols a7)
L ppi

onde n representa os modos de vibracao da viga.

Para a condicdo de engastamento EL o deslocamento e a declividade na extremidade fixa nulos.
Ja na extremidade livre o0 momento fletor e a forca cortante sdo nulos. Matematicamente estas
condi¢des sdo dadas por:

»™) _,
ox

0 s (18a)

0’ y(x) _ 0’ y(x)
ox’ ox’

_, =0, (18b)

Calculando a terceira derivada da Eq. (10) e aplicando o resultado a Eq. (18) obtém a seguinte
expressdo para @, da viga na condi¢do de engastamento EL:

2
o -Gl [Ely 19
L ppi

As freqiiéncias naturais da viga nas condigdes EL e LL sdo obtidas a partir dos resultados
mostrados na Tabela 1 (Craig, 1981).

Tabela 1: Autovalores da equacdo transcendental (Craig, 1981).

Engastamento da Viga Modos de Vibragao Autovalor
Engastada — livre Primeiro modo (n=1) AL =1.8751
Bi — apoiada Primeiro modo (n=1) AL=x

Para a viga na condi¢do CC (bi — engastada), o autovalor SL ¢é determinado em funcdo do
numero de fios e da tensdo de recuperacdo apresentados pelos fios de SMA embebidos na viga.
Finalmente, as equagdes (15), (17) e (19) podem ser usadas para calcular @, da viga, nas trés

condi¢des consideradas e para qualquer niumero de fios de SMA.

A partir da solugdo da Eq. (7), determinam-se as expressdes para o calculo da freqiiéncia
natural da viga para as diferentes condigdes de engastamento mostradas na Figura 1. Para as
condi¢des LL e LE, ndo se t€m restrigdo do deslocamento da viga na dire¢ao horizontal, logo, a
forca de recuperacdo dos fios de SMA ¢ nula. Na condicdo EE, restringe-se o deslocamento na
direcdo horizontal devido ao engastamento da viga e isso produz uma tensdo de recuperacdo
imposta pelos materiais com memoria de forma (efeito memoria de forma), essa tensdo imposta
pelos fios influéncia na freqiiéncia natural da viga e ¢ representada pelo termo £ que aparece na

Eq. (15).
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Na proxima se¢do serdo apresentados os resultados obtidos para a viga composita epoxi/fibras
de vidro a uma fragdo volumétrica de 13% e com os fios de SMA embebidos na linha central da
estrutura e para uma viga compdsita com epoxi/fios de SMA. Para essas analises variou-se a fragao
volumétrica de SMA através do niumero de fios embebidos na viga.

3.RESULTADOS E DISCUSSOES

A analise da freqiiéncia natural @, foi realizada com os fios de SMA em duas situagdes

extremas: a uma temperatura inferior a temperatura final de formacdo da martensita (Mf), ou seja,
na fase martensitica, e a uma temperatura superior a temperatura final de formacdo da austenita
(4f), ou seja, na fase austenitica. Para cada fase foram consideradas as trés condi¢des de
engastamento (EE, EL, LL) e trés vigas compositas (Epoxi/Fibra de vidro, Ep6xi/SMA). Para cada
um destes casos variou-se a fracdo volumétrica de SMA através do numero de fios. As dimensdes
da viga analisada sdo de 280x25x1,5mm. E o fio de SMA considerado ¢ de NiTi com diametro de
0,5mm. A Tabela 2 apresenta as propriedades termomecanicas dos fios de NiTi, e a Tabela 3 as
propriedades dos materiais compdsitos.

Tabela 2: Propriedades termomecanicas dos fios de NiTi (Lau, 2002a).

Propriedade Valor
Modulo eléstico da martensita (£,,) 25 GPa
Modulo elastico da austenita (E,) 50 GPa
Coeficiente de expansio térmica () 0.55 MPa/°C"!
Densidade (p) 6450 Kg/m®
Mf 25°C

Ms 40°C

Af 55°C

As 48°C

Tabela 3: Propriedades dos materiais (Lau, 2002a; Mendonga, 2005).

Material Propriedade Valor
Epoxi Modulo de Elasticidade (E) 3 GPa
Epoxi Densidade (p) 1200K g/m’
Fibra de Vidro Moddulo de Elasticidade (Ey 72 GPa
Fibra de Vidro Densidade (py 2540Kg/m’
Fibra de Vidro Coeficiente de Espancdo termica (6) 3.4x107/°C
Fase Martensita - EpdxifFibra de Vidro Fase Austenita - EpoxifFibra de Yidro
Sl T Rl s e e e
-~ LL E E E E E E 3 & LL ‘ ‘ : ' ' ' '
A S S T o
o Todeieisioigbott s
L e Rt SR
100g- 15%?*****%***%***

Freqiéncia (Hz)
Fregiéncia (Hz)

e
e

Lo : .
AT O B BB i

m

0
o

T T = B 0 2z 4 B 8 10 12 14 1B 18 20
AT Fins da ShiA
Figura 2a: Viga de epoxi/fibra de vidro com Figura 2b: Viga de epdxi/fibra de vidro com
fios de SMA na fase martensita. fios de SMA na fase austenita.
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A Figura (2a) apresenta a evolucdo da freqiiéncia natural em fungdo do numero de fios, para
cada um das condic¢des de engastamento da viga composita Epoxi/Fibra de vidro embebida com fios
de SMA. Na fase martensita, nota-se que a freqiiéncia natural da viga sofre uma pequena reducdo
para todas as condicdes. Isso se explica pelo aumento da densidade da viga que ocorre devido a
combinacao das densidades dos materiais envolvidos, fibra de vidro, epoxi e os fios de SMA. Essa
alteragdo que ocorre com a densidade da viga supera a variagdo do moddulo de elasticidade do
material provocando um aumento no denominador da raiz das equagdes (15), (17) e (19), e
consequentemente uma reducdo na freqiiéncia natural da viga compdsita.

O comportamento observado na Figura (2b) ¢ completamente o oposto que ¢ observado na
Figura (2a). Neste caso nota-se que para as condicoes (EE — 0%), EL e LL ocorre um ligeiro
aumento da freqiiéncia natural com o nimero de fios de SMA. Este comportamento pode ser
explicado pelo aumento do médulo de elasticidade da viga, em fungdo dos fios de SMA estarem
agora na fase austenitica, e possuirem aqui um modulo de elasticidade bem maior, Tabela 2. A
contribuicdo desse aumento do modulo de elasticidade da viga sobrepde ao aumento da densidade
com o aumento do numero de fios de SMA. Na condi¢do (EE — 4%) observa-se um aumento bem
mais acentuado da freqiiéncia natural com o numero de fios. Este comportamento € explicado pelo
aumento da tensdo trativa atuante no material devido a forga de recuperagdo dos fios de SMA
geradas com o aquecimento.

Comparando as Figuras (2a) e (2b), pode-se perceber a influéncia do efeito memoria de forma.
No primeiro caso, com os fios de SMA na fase martensita a freqiiéncia natural da viga foi
exatamente igual com os fios deformados (EE — 4%) e sem deformagdo (EE — 0%), ja na fase
austenita houve uma considerdvel variagdo dessa freqiiéncia. Isso se explica através do efeito
memoéria de forma, o material tenta recuperar a sua forma original apos ter sido aquecido,
provocando um aumento na tensdo de recuperacdo na viga, consequentemente na freqiiéncia natural
Eq. (15).

A Figura (3a) apresenta a mesma evolucdo da freqiiéncia natural da viga em fun¢do do niimero
de fios de SMA com as mesmas condi¢cdes de engastamento, mas considerando-se apenas a
combinacdo de epdxi com SMA. Para a fase martensitica, observa-se um comportamento
semelhante aquele observado na Figura (2a), isso se explica pelo fato de que sem a fibra de vidro na
viga composita ocorre uma redu¢do na densidade do material como um todo fazendo com que a
contribuicdo do mddulo de elasticidade supere a da densidade provando que a contribuicdo do
modulo de elasticidade influencia significativamente na evolugdo da freqii€ncia natural da viga.

Fase Martensita -Epaxi/ShiA Faze Austenita - Epdxi/ShA,

R I S S S S 00 FE - 0%
A EE

Frequéncia (Hz)
Freqiéncia (Hz)

0 2 4 f 8 10 12 14 1] 18 20 0 2 4 [ 3 10 12 14 16 13 20

Fios de ShA Fios de SMA
Figura 3a: Viga de epoxi/fios de SMA na Figura 3b: Viga de epoxi/fios de SMA na
fase martensita. fase austenita.
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O comportamento observado na Figura (3b) ¢ semelhante ao observado na Figura (3a), porém,
para esse caso, nota-se um aumento mais significativo da freqliéncia natural da viga, o que se
explica pelo fato do modulo de elasticidade do material de SMA ser bem maior na fase austenitica
do que na fase martensitica Tabela 2.

4., CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou um estudo numérico e tedrico sobre a freqiiéncia natural de
vigas compositas com fios de SMA embebidos. Duas composi¢des de viga foram consideradas:
Epoxi/Fibra de vidro com fios de SMA, Epoxi/fios de SMA. A partir de um modelo matematico
para SMA determinou-se a freqiiéncia natural para duas situagdes extremas: a uma temperatura nas
qual a estrutura dos fios de SMA eram completamente martensiticos, € a uma outra temperatura na
qual os fios de SMA eram completamente austeniticos. Para ambos os casos foram consideradas
tr€s condi¢des de engastamento da viga. Para o caso da viga de Epoxi/Fibra de vidro observou-se
que a freqiiéncia natural diminui com o niimero de fios embebidos, ja no austenitico ela aumenta, e
apresenta um aumento mais acentuado no caso em que os fios de SMA estdo pré-deformados. Em
todos os casos € possivel observar que com o aumento do nimero de fios de SMA na viga ocorre
uma significativa influéncia na variagdo da freqiiéncia natural quando os materiais de SMA passam
da fase martensita para austenita, e isso se da pelo efeito memoria de forma.
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Abstract. This work presents a theoretical end numeric study of natural frequency of composite
beams embedded with shape memory wires. The study is developed considering three different
matrix/reinforcement combinations. For each combination the influence of the volume fraction of
shape memory wires is analyzed under different boundary conditions. The results illustrate how
shape memory wires can be applied to influence the natural frequency of composite structures.
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