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Resumo: Apds o estudo da vibracao livre, necessita-se aproximar ainda mais o modelo matematico
do modelo fisico, por este motivo deve-se introduzir ao modelo os efeitos de amortecimento viscoso,
bem como uma excitacdo externa. Nota-se a partir deste ponto que a solucdo analitica torna-se
ainda mais trabalhosa. Por este motivo o problema sera resolvido apenas de forma numérica. O
modelo numérico foi validado utilizando como referéncia um conhecido software de elementos
finitos (ANSYS). Os resultados obtidos foram fieis aos resultados fornecidos pelo software,
validando assim o0 modelo proposto.

Palavras-chave: Interacdo fluido estrutura, comportamento dindmico, viga em balanco, Runge
Kutta.

1. INTRODUCAO

A proposta inicial do trabalho é desenvolver uma metodologia que possa ser utilizada em
problemas de interagdo fluido-estrutura. Tais problemas envolvem o amortecimento causado pelas
forcas viscosas do fluido e também forcas de pressao e velocidade, que excitam a estrutura em uma
determinada frequéncia.

Até o presente momento, o modelo matematico foi desenvolvido pelos seguintes métodos: Euler
na dimensdo temporal e Diferencas Finitas no dominio espacial. Em virtude de uma maior
flexibilidade sera utilizado a partir de agora 0 método de Runge Kutta de 4% Ordem no dominio
temporal. O método de Runge Kutta possibilita a utilizacdo de uma malha espacial 15,94% mais
refinada em comparacdo com Euler. Outra vantagem: além de devolver como resultado a deflexdo
vertical da viga em cada ponto, também fornece a velocidade em cada ponto, enquanto Euler
fornece apenas a deflexdo vertical. Estes dois parametros sdo importantes para a solucdo dos
problemas em interacdo fluido-estrutura, pois estas informagdes devem ser fornecidas na solucéo
das EquacGes de Navier-Stokes.

2. MODELO MATEMATICO
Seja a equacdo diferencial completa do movimento vertical de uma viga qualquer:
2 2 2
m(x)ﬂ+c@+a—(a ﬂj - f(x,t)

2 2 2
ot ot oXx OX (1)

Onde:
m(x) = massa da estrutura por unidade de comprimento;



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006.

¢ = amortecimento da estrutura por unidade de comprimento;
E = modulo de elasticidade do material (Pa);

I = momento de inércia da secao transversal da viga (m“);
f(x,t) = forca de excitacao.
Dividindo ambos os lados da igualdade por m(x) e reorganizando os termos:

o’y oy 0%y
- —y—-f—Z " —=
oz’ ﬂat ox* (2)
Sendo:
El  El c f (x,1)
azz_:_ IB:— 7/:
mx) pA,T mx) e’ m(x)
Onde:

P =é a densidade do material da viga (Kg/m3);
A = area da sec¢do transversal (m?).

2.1 Discretizacdo Espacial

4

. 0 ~ .
Seja o termo: a—zl da Equacéo 2 (termo espacial do modelo).
X
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Figura 1. Malha utilizada na discretizacdo espacial.

Inicia-se o processo discretizando a derivada de ordem quatro, através do Método das diferencas
finitas, utilizando a malha descrita na Figura 1. Como a derivada possui uma ordem elevada, o
dominio de nés utilizados a cada iteracdo deve ser aumentado, por este motivo utilizou-se cinco nés
na discretizacao.

Yio—Yia - Yi = VYia - Yia —Yi PN Yiia = Yin 12 Derivada
AX AX AX AX
y y y
Yi ~ 2yi—12+ Yia o Yin~ 2in tYia o Yo T 2y;+1 i 22 Derivada
AX AX AX
U y
Yia =3y + 33yi—1 — Vi - Yiez = 3Yiu +33yi ~Yia 32 Derivada
AX AX
y
Yieo =4Yia +6Yi —4Yis + Vi, 42 Derivada
Ax*

*Para 3<i<n-2.
Para determinar os nds n e n-1 utiliza-se das duas primeiras condi¢6es de contorno (deflex&o e
rotacdo nulas no engaste).
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n-2 ,,R n+2

TaTal
n-1 n+1

Figura 2. Malha utilizada na discretiza¢do dos dois ultimos nos.

y,=0 Deflex&o nula no engaste.

Y2 = Yns PN Yo~ Yoo PN Yo = Yo (=) N — Yot Yo 12 Derivada
AX AX AX AX
U U U
Yoa — 2yn—22 Yo = Yo — 2yn—; t Yoo P _ 2yn_2 'Zzyn—l 22 Derivada
AX AX AX
) U
Yo =3Yna +33yn_z “ Yoz o "3Vt 4yg_1 ~ Y 3 Derivada
AX AX
U
—4Y, + 7Y,y - 4Yn o+ Yna 42 Derivada
AX
U
*Para Yy =n-1

Para os nds 1 e 2 utiliza-se a seguinte malha sendo as condi¢bes de contorno momento e
cisalhamento nulos na extremidade livre (n6 1):

® % % e e e w
2 1 1 2 3 4

Figura 3. Malha utilizada na discretiza¢ao dos dois primeiros nos.

Iniciando-se pelo no 2:

Yi—Ya PN Yo=Y PN Ys =Y, = Ya—Ys 12 Derivada
AX AX AX Ax
U U U
0 y3—2y§+y1 o y4—2yg+y2 2% Derivada
AX AX
U U
Y3~ 2y§ Y PN Y4 =3Ys +33y3 % 32 Derivada
AX AX
U
Yo —4ys + ?yz —2Y; 43 Derivada
AX
Discretizacdo para o nd 1:
Ya=Yo Vi =¥a YooY o Ys—Ye 12 Derivada
AX AX AX AX
U U U
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2y, —4y, +2y,
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22 Derivada

32 Derivada

42 Derivada

Tabela 1. Resumo das expressdes obtidas para a derivada de 42 ordem (termo espacial do modelo).

o'y
Posicéo v
2y3 _4y2 +2y1
NG 1 AX*
y4 _4y3 +5y2 _2y1
_ Yiee = 4Yia 6y, =4y, + Y,
Nos 3<i<n-2 Ax
_4yn + 7yn—l _4yn—2 + yn—3

NO n 0

2.2. Discretizacdo Temporal

No presente trabalho, serd utilizado o método de Runge Kutta de 42 ordem. Este método possui
maior flexibilidade e precisdo, além de fornecer como resultado a deflexdo e a velocidade no
mesmo calculo. Estes dois parametros sdo importantes para a solucdo de problemas de iteracdo

fluido-estrutura.

Nota-se que a equacdo diferencial de dominio temporal da Equacéo 2 € de segunda ordem. Para
resolvé-la pelo método de Rnge Kutta deve-se fazer uma substituicdo de variavel:

dy

L —y(xt

it (x,t)

dv oy _,0%
— =y-f-—2 _—_g°—=
a7 ﬂat ox*

onde: V(X1 ¢ a velocidade em (m/s).
Aplicando Runge Kutta na Equagéo 3:

n+ n 1 i i i i
yt=y. +€(kly +2k,, +2ky, + k4y)

(3)

(4)

Onde k s&o os coeficientes de Runge Kutta determinados pelas seguintes equacdes:

ki, = Aty/
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ks, = At(vi” +7Vj
i n kiv

ks, = At(vi +%)

ki, = At(v! +kL,)

Para a Equacdo 4 com discretizacdo espacial nos nds centrais:

vt =yt +%(k1iV + 2Ky, +2Kg + kjw)

i n n yni+ _4yni+ +6yni _4yni_ +yni_
klv:At|:7i -V _az[ : : Ax : zj}

kll;rz kli+l ki ki—l ki—Z
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a

ks, = At yin_ﬂ(vin—i_% -

n i+2) n i+l n [ n i-1 n i-2
K _At[%nﬂ(v,n—kkév)az((y i+ Kay ) 4(y i Ky )+6(yAi);k3y) 4(y ik, )"’(y 2+ Ky )}]

Para os nés 1, 2 e n-1, o procedimento é 0 mesmo descrito acima, porém a parte da discretizacédo
espacial (termos que multiplicam o coeficiente “a’”) deve ser substituida no célculo dos coeficientes
de Runge Kutta da Equacdo 4. As equacles espaciais discretizadas dos nos supracitados
encontram-se no item 2.1 (Discretizacdo Espacial). Nota-se que para o célculo da deflexdo é
necessario conhecer a velocidade e vice-versa, por isto as velocidades e deflexdes sdo calculados
simultaneamente em cada ponto e em cada passo de tempo.

3. PROCEDIMENTO DE TESTE
Utilizando uma viga com as seguintes caracteristicas:

L=01m

A=0,051X0,001m =51x10"°m2
E =206,8GPa

| =4,25x10™*m*
p=178x10°Kg/m3
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Para a validacdo do modelo numérico completo, utilizou-se o seguinte procedimento:

e Com a viga em sua posicdo de equilibrio, aplica-se um carregamento distribuido estatico
qualquer (o carregamento sera liberado suavemente sobre a viga de forma que ndo haja
impacto);

e Mantendo-se o carregamento, a viga ird oscilar e com a agdo do amortecimento, a mesma ira
se estabilizar na posi¢do de maxima deflexdo estética;

e O procedimento foi simulado com o modelo descrito neste trabalho e comparado com a
simulacéo feita no software de elementos finitos.

Utilizou-se o0s seguintes carregamentos distribuidos com deflexdo estatica maxima da
extremidade livre conhecidos: Carregamento distribuido constante, carregamento distribuido
variavel linear e carregamento distribuido variavel senoidal.

Na figura seguinte observa-se os carregamentos analisados com suas respectivas deflexdes
estaticas maximas.

100N/Mm ac

- | 100N/m 7[_.{" \] /' \\\ l\ soonim
¥ I | [1F aﬁmy it e i) AN ¢ !

. ﬁ__-v ) i r =¥
Yruax| s ..'.fnf: £Elistica|

J— —— = i

Figura 4. Carregamentos estaticos utilizados. Deflexdes maximas da extremidade livre:
Yoot =1 4X107°M, Y00 =1,05x10°m, y, =3,03x10*m.

4. RESULTADOS

A seguir estdo os resultados para os diversos carregamentos utilizados (carregamento
distribuido constante, carregamento distribuido variavel linear e carregamento distribuido variavel

senoidal), para simulagGes feitas no software de elementos finitos e no modelo apresentado neste
trabalho respectivamente.

***Qbs.: O amortecimento fornecido é arbitrario, porém constante em todos os testes.
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Figura 5. Comparacdo de resultados da deflexdo da extremidade livre Elementos Finitos X Modelo
Proposto
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Carregamento Distribuide Linear
Extremidade Livre da Viga
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Figura 6. Comparacédo para o Carregamento Distribuido linear.

Carregam ento Distribuido Senoidal
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Figura 7. Comparagdo para o Carregamento Distribuido Senoidal.

Observando as figuras anteriores, nota-se que o modelo apresentado fornece resultados
equivalentes aos resultados fornecidos pelo software de elementos finitos.

A deflexdo méxima ap0s a estabilizacdo (regime permanente) se da exatamente na deflexdo
maxima estatica para todos os casos analisados (ver linhas vermelhas horizontais nas
Figuras 5,6 e 7).

Os resultados apresentados pelo modelo apresentado neste trabalho estéo perfeitamente em
fase com o resultado fornecido pelo software de elementos finitos conforme Figura 7.

Com base nos graficos apresentados, conclui-se que a solu¢do do modelo apresentada para a
vibragdo forcada amortecida € valida. A partir deste ponto é possivel aperfeicoar o modelo
(variacdo dindmica das condicdes de contorno). As variaces dindmicas de condicdo de contorno
representam fisicamente o caso em que a viga em seu movimento oscilatorio encontre um obstaculo
qualquer, por exemplo, um batente como ocorre no movimento das valvulas de um compressor.
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Abstract: After the study of the free vibration, it’s necessary to approximate the mathematical
model of the physical model, for this reason should be introduced to the model the effects of viscous
damping, as well as an external excitement. It is noticed from this point that the analytical solution
becomes still more laborious. For this reason the problem will just be solved in a numerical form.
The numeric model was validated using as reference known software of finite elements (ANSYS).
The gotten results had been faithful to the results supplied for software, validating the proposed
model.

Keywords: Interaction fluid-structure, dynamic behavior, cantillever beam, Runge Kutta.
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