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Resumo: O presente trabalho envolve a montagem e testes de um péndulo invertido de uso didatico
da &rea de controle e automagdo do DEM-UNESP/llha Solteira. Este trabalho tem como objetivo
projetar um sistema de controle de realimentacéo de estados baseado no controle com Légica
Fuzzy, modelo Takagi-Sugeno para equilibrar o péndulo na posi¢do vertical. O péndulo consiste
em uma vara montada em um carro linear cujo eixo de rotagdo é perpendicular a direcéo do
movimento do carro. Neste artigo sera mostrado o modelo dindmico do péndulo, a linearizacdo das
equagdes do movimento; a Smulacdo em Matlab® e Sulink® e uma introdugdo ao modelo fuzzy
Takagi-Sugeno. Os testes experimentais sdo realizados no equipamento da QUANSER P02,
disponivel no laboratério do DEM.

Palavras-chave: péndulo invertido, controle LMI, légica fuzzy, modelo Takagi-Sugeno.
1. INTRODUCAO

Geralmente, em muitas situagdes praticas, ou que exijam certo grau de preciso € necessario o
controle de um sistema, de modo a adequé-lo para que este se comporte de forma conveniente ao
que é desgjado. Os objetivos mais importantes no controle automético de um sigema real sdo
melhorar a qualidade, a funcionalidade e também a reducéo de custos. A importancia da gplicacdo
do controle automatico em sistemas reais pode ser verificada através de a guns exemplos, tais como
0s robds utilizados em industrias. Estes rob6s melhoram a qualidade dos produtos, aumentam a
produtividade e podem ser utilizados em ambientes ndo suportavels aos seres humanos.

No controle automatico de sistemas, 0 objetivo € obter uma lei de controle que forneca as
entradas de um processo, de modo que o sistema tenha um desempenho dindmico aceitavel.

Em muitos sistemas de controle aeroespaciais, que requerem precisdo elevada, o projeto de
sistemas de controle 6timo tem apresentado um pape muito importante (Filatyev, 2000; Betts,
2000; Mclean, 1999; Horie, 1999). Dentre eles, o projeto de sistemas de controle 6timos baseados
na minimizagao de indices quadréticos de desempenho (Gao et a., 2000; Geromel et al., 1998). Em
(Ogata, 1997) foi observado que a condicdo inicial do sistema controlado influencia o indice de
desempenho quadratico.

Em sistemas onde a planta ou o sistema € ndo-linear, complexo, apresenta multiplas variaveis
ou for pouco compreendido é recomendada a utilizagcdo de controle com légica Fuzzy. A teoria de
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sistemas baseadas em |6gica Fuzzy proporciona a possibilidade de supervisdo inteligente, baseada
apenas em informacgdes qualitativas sobre a operagdo do sistema.

O objetivo deste trabalho € projetar um controlador com l6gica Fuzzy via LMIs para equilibrar
um péndulo na posi¢do vertical. O péndulo invertido sera montado em um equipamento da Quanser
|PO2. Esta prética experimental permitira conhecer o modelo matemético do péndulo, a linearizacdo
das equagdes do movimento, a aplicabilidade do método proposto para este sistema e,
principalmente, os problemas normais relacionados a implementacdo prética de projeto de
controladores..

2. MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA PENDULO INVERTIDO
2.1. Apresentagdo da Planta do Péndulo Invertido

O sistema designado por P02 é um modelo com caracteristicas importantes para experiéncias
de movimento linear e controle. O sistema é formado por um carro de aluminio movimentado por
motor DC de dta qualidade equipado com uma caixa planetaria. O carro desliza ao longo de uma
barra cilindrica de ago e através de um trilho por um mecanismo de pinh&o, 0 que assegura tracéo
consigente e continua

O éngulo dainclinacdo da vara do P02 sobre o eixo vertical € medido usando um sensor éptico
e a posicaéo do 1P02 é medida através de um sensor Optico ligado a um pinhdo adicional. O 1P02
possui uma junta rotativa pela qual uma vara livre oscilante pode ser fixada e suspensa em frente ao
carro funcionando como um péndulo invertido. O péndulo pode ser montado ou removido do carro.
Além disso, uma massa pode ser presa ao carro de forma que a inércia oscilante do péndulo néo
desloque o carro do trilho. A figura 1 representa o sistema IPO2 e a tabela 1 descreve a
nomenclatura usada na modelagem do sistema.

Figura 1: Sistema endUIo invertido, designado por 1P02.

Tabela 1l - Nomenclatura usada no modelo 1P02

Simbolo Descricao
Beq Coeficiente eguivalente de amortecimento viscoso (Pinh&o do motor)
By Coeficiente de amortecimento viscoso (Eixo do péndulo)
Fe Forca de controle
g Constante gravitacional
lp Comprimento do péndulo
lp Momento de inércia do péndulo
M, Massa do péndulo
Mc Massa do carro
Xc Posicéo do carro
a Angulo de inclinagZo do péndulo
Vi Voltagem do motor
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2.2. Modelo Matematico Péndulo Invertido

A figura 2 mostra um péndulo invertido, com massa M, e comprimento |,, montado sobre um
suporte move acionado por um motor, com massa M. A posi¢do vertical do péndulo é instavel
pelo fato de que ele tende a se afastar desta posi¢do, para um lado ou para outro, a0 menos que sgja
aplicada uma forca de controle adequada. A forca de controle Fc é aplicada ao suporte movel.
Considera-se aqui somente o problema em duas dimensdes. Admitindo-se que o centro de gravidade
da haste do péndulo estd em seu centro geométrico. Como uma observagdo, as exigéncias de projeto
afetam as duas saidas do sistema: X; e o . Entdo o sistema de péndulo invertido e carro consistem
em duas saidas, parauma entrada.

a>0

L, 0 X
FE. >0

Figura 2 — Péndulo invertido montado em um carro com massa M..

As equagbes de movimento do sistema representado nafigura 2 séo dadas por:

£ sl 6 el & adl 6
250 = {1 B X0 (Mg Mo Se(0) o) - M poos(al0)Bp ) >+

(1)
+(| Mg DR Mo Poosla)s r(a(t))]/((MC-HVI o) MMM r(a(t))z)
ia(t):[(M M )M | Sn(o(t)) - (M +M )B &Ea(t)g-Mpzl st(a(t))sjn(a(t))&ﬂa(tﬁz-
2 c*Vip)Vipdp cVp)Epgy ®V ="V p cx ™5
-Md pma(t))squ () %FCM J pooda(t))]/(( McHV p) |y MM P M s r(a(t))z) (2)

2.3. Linearizagcado das Equacdes de Movimento

A obtencdo de um modelo matemético linear de um sistema néo-linear é feita supondo que os
valores das varidveis mudam ou variam muito pouco em relagdo a uma condicdo de operagéo. Essas
duas equagdes precisam ser linearizadas em torno do ponto de operagéo. No péndulo invertido, a

faixa operaciona corresponde a angulos bem pequenos, a, a partir da posicdo vertical. Apds a
linearizag&o, as duas equagbes do movimento ficam:

2 " .
2re0= [-(| oM pz) Beg gtxc(t) g MpIpog%jt a(t) %ﬂ pMplpAFe Mg nga(t)]/((MC+M p)1pM C|\/|p|p2) (©)
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2 . ..
%a(t) =[(MctMp)Mgd ) - (Mc+M ) Bpga(t)g- M plpBquxC(t) §+ FeM p|p]/((|\/|c+|v| p)Ip*McM plpz) (4)

2.4. Representacdo no Espaco de Estados

A representacdo no espaco de estados é a mais indicada para o projeto e implementagdo de um
regulador LQR para um sistema real; ou sga, determinando as equacgdes lineares, pode-se
representar o sistema no espaco de estados, e logo, determinar as matrizes A e B que verificam a

seguinte relagéo:
#0=Aq(t)+Bul) o)
onde q(t) é o vetor de estado, u(t) € aforca de controle do carro linear e A é amatriz dindmica, B é

amatriz de controle.
Neste caso, ((t) €definido como:

ty=S..(t tdtdt‘:JT (6)
q()_gxc() a() Fxe® &“()H

A matriz dindmica A é dada por:

€0 0 1 u
g 0 0 1 i
e M 212 B (M2|2+I ) Mi1p. U (")

A—% IV plp eq\M'pptip p'e®p 0

-é M M M u

é & eq eq a

é a

& Mpdlp(MctMp) M plpBeg (MC+MP)BPQ

g Meq Meq Meq H

A matriz B é dada por:
¢ 0 u
€ u
e u
e 0
e u
¢ 2\Y
B = g('p:ﬂ'\"p'p)g
é a
€ eq U
e u
é a
e Mphp g Mg =(Mc+Mp)1p+M M i3 (®)

€ Meq u
e u

3. MONTAGEM DO SETUP EXPERIMENTAL
3.1. Componentes Utilizados

Nos testes experimentais foram utilizados 0s seguintes componentes:
: Madulo de Poténcia: Quanser UPM 1503

Placa de Aquisi¢céo de Dados: Quanser MultiQ PCI

Planta de Movimento Linear: Quanser P02

Péndulo: Quanser 609,6 mm

Softwares de Controle em Tempo Real: WinCon-Simulink-RTX.
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4. CONCEITOSBASICO DE LMIS

O uso de desigualdades matriciais lineares (LMI) em problemas de andlise dindmica comegou
por volta de 1890 quando Lyapunov publicou seu trabaho, surgindo a Teoria de Lyapunov (Boyd et
al., 1994a). A idéia de seu trabalho foi mostrar que um sistema dinamico € estavel, se e somente se
existe uma matriz P positiva definida tal que A'P+PA<0, onde A é a matriz dindmica do sistema.
Esta equagdo é conhecida como desigualdade de Lyapunov e é resultado direto do 2° teorema de
Lyapunov (Ogata, 1997).

O préximo grande passo ocorreu nos anos 40 quando Lur’ e, Postnikov e outros na antiga Unido
Soviética aplicaram 0 método de Lyapunov para alguns problemas préticos de engenharia de
controle, especialmente em problemas de estabilidade de sistemas de controle com n&o-linearidade
no atuador. Apesar de ndo resolverem explicitamente na forma de LMI, o critério utilizado tinha a
forma de uma desigualdade matricial. Esta desiguadade era reduzida a uma inequacéo polinomial
que podia ser resolvida a“mao” e foi a primeira demonstracdo de que ateoria de L yapunov poderia
ser utilizada em problemas praticos de engenharia (Boyd et al., 19944).

Anteriormente a década de 70, grande parte dos problemas com restricdes LMI requeria
solugdes via métodos analiticos, como método direto para sistemas de ordem peguena, métodos
gréficos e solucdes de equacdes de Riccati. No entanto, verificou-se que as LMIs que apareciam na
teoria de controle poderiam ser formuladas como problemas de otimizag&o convexa e solucionadas
via algoritmos numéricos, como mostraram Pyatnitskii e Skorodinskii ao formularem a solucéo de
uma LMI pelo algoritmo do eipsodide (Boyd et al., 1994b).

Nesterov e Nemirovskii em 1988 desenvolveram o método de pontos interiores, que se aplica
diretamente nos problemas de programagdo convexa que envolve LMIs (Assuncgéo e Teixeira, 2001;
Boyd et a., 1994a). A partir de entdo, a utilizagdo de técnicas baseadas em LMIs tem aumentado
congtantemente, principalmente devido a grande disponibilidade de rotinas em softwares
comerciais, como o LMI toolbox do Matlab (Gahinet et al.,1995) ou o software LMISol de dominio
publico (Oliveiraet a.,1997).

Alguns autores utilizaram LMIs para o projeto de controladores. Devido a fatores como
possiveis erros no modelo estrutural (como o truncamento de altas frequiéncias), as LMIs sdo
poderosas ferramentas que permitem o projeto de controladores otimizados e robustos (Gongalvez,
2002).

Para finalidade de controle, em geral, a ordem do controlador é pré-definida pelo projetista e
tais controladores sdo de dificeis projetos devido a presenca de uma condi¢do de rank que torna o
problema ndo-convexo e numericamente dificil de ser tratado (Apkarian et al., 2003). Logo, a
reducdo da ordem do modelo permite o projeto do controlador baseado no modelo reduzido.

5. LOGICA FUZZY

A Légica Fuzzy é uma técnica que incorpora a forma humana de pensar em um sistema de
tomada de decisdes. Um controlador fuzzy tipico pode ser projetado para se comportar conforme o
raciocinio dedutivo, isto €, o processo que as pessoas utilizam para inferir conclusdes baseadas em
informagdes que elas ja conhecem. A LOgica Fuzzy pode capturar esse conhecimento em um
controlador fuzzy, possbilitando a implementacdo de um controlador computacional com
desempenho equivalente ao do operador humano.

No projeto de controladores fuzzy pode ser usado também o raciocinio indutivo, onde seria
possivel o aprendizado e generalizagcdo através de exemplos da observagdo do comportamento do
processo numa situagdo variante no tempo. Esse enfoque € geralmente referido como controle fuzzy
adaptativo. Os sistemas fuzzy adaptativos podem se gjustar as mudangas no ambiente devido a sua
habilidade de aprender e explicar seu raciocinio, além de poderem ser modificados e estendidos. O
equilibrio entre a gprendizagem por exemplos e a codificagdo do conhecimento humano explicito,
fazem que tais sistemas sgjam muito robustos, extensiveis e passiveis de serem aplicados em uma
ampla gama de problemas.



16° POSMEC. FEMEC/UFU, UberlandiaMG, 2006.

5.1. Modelo Fuzzy Takagi Sugeno

O método de projeto de uma dada planta ndo-linear é representado pelo modelo fuzzy TS
(Takagi e Sugeno, 1985). O modelo fuzzy TS é uma abordagem alternativa para a modelagem
fuzzy, este modelo possui uma estrutura baseada em regras. A principal caracterigica de um
modelo TS é a descricdo das dindmicas locais de cada implicagéo fuzzy (regra) por um modelo de
sistema linear. O modelo fuzzy global do sistema é obtido pela combinagdo fuzzy dos modelos do
sistemalinear (Assuncéo e Teixeira, 2001).

O sistema fuzzy TS é descrito pelas regras fuzzy Se-Entdo, que representam localmente
relacfes lineares entre a entrada e a saida de um sistema. A descricdo loca da planta dindmica a ser
controlada esta disponivel em termos dos modelos lineares locais:

x = Aix(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t) ©

Sendoi=1,2,...,r(regras) o vetor de estado x(t)1 R", o vetor de entrada u(t)T R™, o vetor
desaida y(t)T RY, AiT R"", Bil R"™e CiT RY". A informag&o acima € entdo fundida com as
regras Se-Ent&o disponivels, onde a enésima regra pode ter a forma:

Regrai: SE z(t)é M,E...E z,(t) é M,

ENTAG g'x = Aix(t) + Biu(t) (10)
fy(t) = Cix(t)

M ; ,]=1,2,..., péooconuntofuzzy j daregrai e z(t), . . ., Z,(t) Sdo as varidveis premissas.
Sga m(z(t) a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy M!, v '(z(t) e
z(t) =[z, () 2,(1)....z, (1)] . Esga

v @) =0z, 0) 1y

Como rﬁJ (z;(t))® O tem-se,parai =1,2,...,T,

vi(z,(t)20e év '(z(t)) > 0. (12)

i=1
5.2. Projeto de Regulador es com Modelos Fuzzy Takagi-Sugeno

Para projetar controladores fuzzy para estabilizar sistemas néo-lineares descritos por modelos
fuzzy foi utilizado o conceito de Compensacdo Distribuida Paralela (CDP). Para cada regra do
controlador fuzzy sera projetado um compensador e sdo utilizadas técnicas de projeto de controle
linear. O controlador fuzzy global obtido, geralmente ndo-linear € uma combinacdo fuzzy de cada
controlador linear individua.

A CDP oferece um procedimento para projetar um controlador para o modelo fuzzy Takagi-
Sugeno, onde cada regra de controle € projetada a partir da correspondente regra de um modelo
Takagi-Sugeno da planta. O controlador fuzzy projetado compartilha os mesmos conjuntos de
regras com 0 modelo fuzzy nas partes premissas. Para 0 modelo fuzzy da equagéo (9), sendo i = 1;
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Regrai: SE z(t) € MJE....E z,(t) é M,

p

ENTAO: u(t) =- K x(t). (13)

Portanto, o controlador fuzzy é dado por:
LV (Z)K (1)

o r

a.v ' @)

u) =- &

=- 4 2, (K X (19

=-K(@)x(t).

onde a,(z(t))é uma funcdo de pertinéncia para i regras fuzzy e K(@a)é o ganho de
realimentacdo parao conjunto de regras fuzzy.

O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de realimentacdo locais K nas
partes consequentes.

Sistema Controlado Fuzzy Continuo (SCFC) (Machado, 2003).

r r

x(1)= & 8 a,0k; ONA, - BF k)
i=1 j=1 \ ) (15)
g 2 g G;+G;u
= 8,276 X0+ 258 2, (20, (GO 50

i<j

i
i
i
Sendo

Gij =A - BiFj (16)

5.3. Condigdes para Estabilidade de Regulador es Fuzzy

As condigdes suficientes para a estabilidade de sistemas fuzzy continuos e discretos no tempo
s30 calculadas usando fungdes de Lyapunov quadréticas do tipo V(x(t)) =x" (t)Px(t) (Tanaka e
Sugeno,1992). Os principais resultados para 0 SCFC estéo descritos abaixo.

Lema 1 O ponto de equilibrio x =0 do sistema fuzzy continuo é assintoticamente estavel
globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que:

ATP+PA, <0 (17)

parai=1,2,...,r; isto é paratodos 0s subsstemas.
Prova: Segue diretamente da aplicagdo da funco de Lyapunov V (x(t)) = x" (t)Px(t).
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Para a apresentacdo dos resultados para a estabilidade do sistema forgado, sera utilizada a
definicdo do nimero de regras aivas: 0 Sstema fuzzy (15) possui r regras e para certo z(t) = z, o

nimero de regras ativas é igual a ndmero de termos a,(z,),...,a, (Z,) ndo nulos. Por exemplo, na
figura 3, as regras ativas para z(t)£a,z(t) T (ab), z(t)=b,z@t) T (bc), z(t)=c,
z(t) 1 (c,d), z(t)® d, sdo respectivamente asregras 1; 1 e2; 2, 2e 3; 3; 3 e 4; 4. Assm o
namero de regras ativas € menor ou igual adois.

a(z1) aa(z1) az(z1) y(z1)

a b c d z1(t)

Figura 3: Exemplo de 4 regras fuzzy: a,(z(t)), a,(z(t)), a,(z@t), a,(z®) 1T [0] e
a,(z M) +a,(zM)+a,5(zM)+a,(z 1) =1
Lema 2: O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy continuo descrito por (15) é

assintoticamente estavel globalmente se existe uma matriz ssimétrica positiva definida comum P tal
que

G/P+PG; <0 (18)
paratodoi=1,...,re
gﬁ Pg s —£0 i< (19)

Lema 3: Assuma que 0 nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igua a s,
sendo 1< s<r. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy continuo descrito por (15)
€ assintoticamente estével globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P e
uma matriz Smétrica semipositiva definida comum Q tais que

GiP+PG, +(s-1)Q<0 (20)
paratodoi=1,...re

gﬁ Pg ! Q£O i< (21)
paratodoi,j=1,.. ., r executando-se ospares (i, j) taisque a; (z(t))a ; (z(t)) =0, " z(t).

6. RESULTADOS NUMERICOS

A Figura 4 mostra a localizacgo dos pdlos do sstema a maha aberta e a malha fechada. De
acordo com locdizacdo dos polos a malha aberta observa-se a instabilidade do sisema, isto &, polo
no eixo rea positivo. Neste caso, 0 sistema torna-se estavel, pois o pélo a maha fechada esta
localizado no eixo real negativo, como mostraafigura4.
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Polos e zeros

|
6 < Malha fechada < | ,
Malha aberta
a4l -
.§ 2+ 4
B ool
9
3 o |
4l i
6L i
-8 I I I I
-20 -15 -10 -5 o 5

Eixo Real

Figura4: P6los a malha aberta e amalha fechada

O vetor de ganho K foi obtido através de um algoritmo no programa Matlab; e o vaor obtido
para este caso &

K =[-09432 16.0481 -8.3021 1.7881]

A andlise numérica foi feita através do programa Simulink. As Figuras 5 mostram os
resultados obtidos. Nafigura 5(a), a cor azul representao snal de entrada do sistema, onde o limite
€ de + 20 mm para a posi¢éo do carro e 0 sinal rosa representa a posicao obtida do carro e nafigura
5(b) o sinal de cor vermelha é o angulo do péndulo. Nafigura’5(c) o sinal de cor verde é aforga de
controle atuante no sistema. Nesta simulagdo foi possivel observar que o limite de 20 mm para o
deslocamento do carro ndo foi ultrgpassado.

25 :
15
5.
5 f
151
25 :
0 1 2 3 4 5
Time
@
400
2001
®10%) 0
200
400
0 1 2 3 4
Time
(b)
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300
200
100-
®0%) 0
1004
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Figura 5: Resultados obtidos para (a) posi¢&o do carro X [mm], (b) ahgulo do péndulo o [graus] e
(c) forcade controle F [V].

7. CONCLUSAO

Grande parte dos trabalhos de controle moderno utiliza uma representacdo no espago de
estados considerando um modelo dindmico de segunda ordem e linear. Vé&rias aplicagbes sGo bem
sucedidas ao se utilizar estas considerages, no entanto, em geral, os problemas reais de engenharia
s80 ndo lineares. Por este fato, pesguisadores e engenheiros concentram esforcos na obtencéo de
técnicas de controle que permitam se utilizar modelos mais representativos. Neste contexto, a légica
Fuzzy € bastante aplicada em automac&o de processos industriais, robética e tomada de decisdes
complexas.

Em particular, neste trabalho se utilizou 0 modelo Fuzzy Takagi-Sugeno devido adescri¢do das
dindmicas locais de cada implicagdo fuzzy (regra) por um modelo de sistema linear. O modelo
fuzzy global do sistema € obtido pela combinacdo fuzzy dos modelos do sistema linear. Por ser um
trabalho introdutério o modelo dindmico foi considerado linear para se verificar a potenciaidade da
técnica. Neste caso 0 desempenho do controle foi qualitativamente satisfatorio por posicionar 0s
polos do sistema a esquerda do semiplano complexo, sendo limitado quantitativamente para
pequenos deslocamentos angulares da haste do péndulo. Buscando se obter um controlador robusto,
Ou sgja, capaz de manter o sistema estavel mesmo para consideraveis amplitudes de perturbacdo, a
sequiéncia natural deste trabalho sera utilizar a equacéo de movimento em sua formanéo linear.
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Abstract: The present work involves the assembly and tests of an inverted pendulum of didactic use
of the control area and automation of the Single DEM-UNESP/Ilha Solteira. This work has as
objective to project a system of control of feedback of states based in the control with Fuzzy Logic,
model Takagi-Sugeno to balance the pendulum in the vertical position. The pendulum consists of a
pole mounted in a linear car whose axle of rotation is perpendicular to the direction of the
movement of the car. In this article the dynamic model of the pendulum, the linearizagéo of the
equations of the movement will be shown; the smulation in Matlab® and Smulink® and an
introduction to the modd fuzzy Takagi-Sugeno. The experimental tests are carried through in the
equipment of QUANSER 1P02, availablein the [aboratory of the DEM.

Keywords: inverted pendulum, LMI control, fuzzy logic, model Takagi-Sugeno.
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