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Resumo: Este trabalho buscou verificar experimentalmente o posicionamento otimo de sensores em
uma placa de aluminio. A metodologia de posicionamento utilizada envolve o traco da matriz
grammiana de observabilidade como indice de avaliacdo do desempenho de um acelerometro. O
cdlculo da matriz grammiana de observabilidade para cada posicdo do sensor foi realizado
resolvendo uma equagdo de Lyapunov. Para a aquisicdo dos sinais de entrada e saida foi utilizado
o software Signal Ace IlI. Foi gerada uma entrada aleatoria enviada para quatro atuadores
piezelétricos colados a estrutura. Para a identificacdo das matrizes de representagdo do sistema no
espaco de estados foi utilizado o método de subespaco.

Palavras-chave: posicionamento de sensores, verificacdo experimental, matrizes grammianas,
método de subespago, atuadores PZTs.

1. INTRODUCAO

Nas ultimas décadas se observa uma crescente exigéncia no desempenho dos sistemas
mecanicos e estruturais. Destaca-se: a necessidade de estruturas leves e resistentes, buscando
economia de material, redu¢do do consumo de combustivel e diminui¢do nos custos de transporte;
estabilidade estdtica e dinamica do sistema e; reducdo de vibracdo, o que melhora também a
qualidade e conforto no transporte, Giurgiutiu (2000). Em particular, o problema resultante das
vibragdes indesejaveis tem atraido constante atencao da sociedade cientifica, j4 que compromete o
desempenho de maquinas e estruturas. Por isso, técnicas ativas de controle de vibracdes estdo sendo
fortemente desenvolvidas.

As técnicas de controle ativo utilizam forcas de fontes secunddrias de controle aplicadas na
estrutura por um controlador que utiliza as informagdes obtidas por sensores. Estas forcas procuram
reduzir a vibragdo estrutural causada por uma fonte de vibracdo primdria. Estes estudos tém
recebido significantes contribui¢cdes nas ultimas décadas, sobretudo, dadas aos avangos no
processamento digital de sinais.
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Entre as etapas do projeto de controle se destaca a influéncia do acoplamento eletromecanico no
modelo dindmico da estrutura; a técnica de controle a ser utilizada e o posicionamento 6timo dos
sensores e atuadores. Em particular, principalmente quando existe um grande nimero de posi¢cdes
candidatas, o problema do posicionamento 6timo talvez mereca consideravel atencdo do projetista,
j4 que, em func¢do da posi¢do onde sdo colocados, atuadores podem comprometer a controlabilidade
do sistema, ou exigir altos niveis de energia para se obter o resultado esperado. De outro lado, se
posicionados em localizacbes Otimas, o nimero de atuadores e sensores necessario pode ser
reduzido, diminuindo assim o custo de instrumentacdo, do processamento de sinais e da energia
necessdria para o controle da estrutura. A diminui¢do do numero necessdrio de sensores €
interessante principalmente para o monitoramento da integridade estrutural (SHM - do inglés
Structural Health Monitoring), pois para veiculos aeroespaciais, por exemplo, sdo necessarios entre
100 e 1000 sensores que certamente aumentam efetivamente o custo do projeto (Marantidis et al.,
1994).

Neste contexto, o presente trabalho apresenta o posicionamento 6timo de um acelerometro em
uma placa de aluminio engastada em uma extremidade. Como indice de desempenho do sensor foi
utilizado o traco da matriz grammiana de observabilidade. Os resultados sdo apresentados com a
simulagdo numérica em uma placa discretizada em 100 elementos através do método dos elementos
finitos considerando o elemento de Kirchoff. A verificagdo experimental € feita para seis posi¢oes
candidatas. A identificagdo das matrizes do sistema para a representacdo no espago de estados foi
feita utilizando o método de subespacos. Os sinais de entrada foram gerados utilizando o software
Signal Ace II e quatro atuadores piezelétricos colados na placa.

2. CONCEITOS DA METODOLOGIA

Neste trabalho se buscou resolver a seguinte questdo: dado um nimero limitado de sensores, em
quais posicoes devem ser localizados? Para solucionar este problema se utiliza o indice que envolve
a matriz grammiana de observabilidade para classificar o desempenho do sensor. A obtenc¢do de tal
matriz € possivel resolvendo uma equagdo de Lyapunov, logo, é necessario conhecer um modelo
matematico estrutural e sua representacdo no espago de estados.

Através do procedimento cldssico de andlise modal é possivel escrever um modelo dindmico de
segunda ordem em coordenadas modais. Utilizando o modelo no dominio modal os modos sdo
desacoplados e entdo se permite discutir o posicionamento O6timo para os modos de interesse
(Gawronski, 1998). Este modelo pode ser escrito na realizacdo no espaco de estados através da
seguinte equagao

x(t) = Ax(t)+Bu(t)

(1
y(1) =Cx(t)
onde x(t) é o vetor de estados, u(t) é o vetor de entrada, A é a matriz dinimica, B é a matriz de
entrada, C € a matriz de saida e y(t) € o vetor de saidas. As matrizes A, B e C sdo da seguinte
forma:

A=l ! ! B=| ' | czlc. c]
|- -2z T B[ M ™ 2)

m

onde ©Q € a matriz das freqii€ncias naturais; Z € a matriz dos fatores de amortecimento, B, é a
matriz de entrada modal; e Cnpq € Cyy s30 as matrizes de saidas modal de deslocamento e
velocidade, respectivamente.



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006.

Através de uma transformacio linear é possivel obter estas matrizes na forma de blocos
diagonais. Esta realizacdo é recomendavel para projeto de controladores, posicionamento 6timo de
sensores € monitoramento da integridade estrutural por permitir a andlise para os modos de
interesse. Assim, as matrizes, dinimica, de entrada e de saida sdo dadas na forma:

C. - C,l 3)

onde 1 = 1,..., n; n € o numero de modos; A, Bmi € Cn sdo blocos 2 x 2, 2 X s, 1 X 2,
respectivamente; sendo s e r o numero de entradas e o nimero de sensores, respectivamente.

2.1 Posicionamento de Sensores Utilizando Matrizes Grammianas de Observabilidade

Na teoria de controle cldssico, um sistema linear invariante no tempo na forma da equacao (1) é
inteiramente observavel se e somente se a matriz de observabilidade dada por:

C

CA
0=| (4)

CAN_l

possuir rank N. Como € claramente explicado em Gawronski (1998), este critério, embora simples,
ndo é bem adaptado para aplicacdes préticas: o nivel de observabilidade ndo € quantificado. Este
critério d4 uma resposta em termos de sim ou ndo; e o cédlculo da matriz de observabilidade O se
torna proibitivo em casos de grandes sistemas.

Estes dois inconvenientes devem ser aliviados para expressar as propriedades do sistema em
termos de graminianos. Os graminianos de observabilidade sdo definidos a seguir

W, (0= [e™CTCe*dt (5)

0

A matriz grammiana de observabilidade, W,, reflete a habilidade de um estado x(t) afetar a
saida y(t) do sistema. Para sistemas LTI a matriz grammiana pode ser obtida resolvendo uma
equacgdo de Lyapunov

AW, +WA+C'C=0 (6)

Encontrada a matriz grammiana de observabilidade para cada posi¢cdo do sensor, ou seja,
mudando a matriz C na Equacdo 6, é possivel calcular o indice de desempenho do sensor para cada
posic¢do candidata. O indice proposto neste trabalho é dado pelo tragco da matriz grammiana, ou seja,
¢ a somatoria dos autovalores da matriz, pois tal matriz é diagonal quando se utiliza a representacao
modal (Gawronski, 1998). Desta forma, a localizagdo 6tima para o sensor € a que resultar 0 maior
indice grammiano do sensor mostrado a seguir

IGsi’j:tr(WO ) i=lL..,n e j=1..r (7

ij
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| onde tr(_) é o trago da matriz; e os indices i e j representam o i-ésimo modo e o j-ésimo sensor.
Avaliando para todos os modos e todas as posicOes candidatas, € possivel se obter a matriz
grammiana de posicionamento do sensor na forma mostrada abaixo

'1Gs,, IGs,, - IGs; - IGs, |
IGs,, 1Gs,, - IGs, -+ IGs,,
Z: IGs;, 1Gs;, - IGs; -+ IGs; |«<iésimo modo
IGs,, IGs,, - IGs; --- IGs,
i ®)

jésimo sensor

2.2. Método de Subespacos para Identificacao das Matrizes

Grande parte dos métodos de identificacdo disponiveis na literatura sdo baseados em célculos de
modelos polinomiais que facilmente podem causar problemas numéricos como mau
condicionamento, principalmente para sistemas com multiplas entradas e multiplas saidas. Os
algoritmos numéricos de subespaco para identificacdo de sistemas no espaco de estados (N4SID do
inglés Numerical Algorithms for Subspace State Space System Identification) sdo vistos como
alternativas melhores. Isto é especialmente verdadeiro para sistemas mutivaridveis e de alta ordem,
para os quais ndo € facil se obter uma parametrizacao util entre todas as parametrizagdes possiveis
(Van Overschee e De Moor, 1994).

Em geral, em algoritmos cldssicos de identificacdo é necessario se conhecer a priori a ordem do
modelo e os indices de observabilidade ou controlabilidade (Ljung, 1987). Com algoritmos N4SID
somente a ordem do modelo é requerida. Nestes algoritmos a identificacdo das matrizes no espaco
de estados ndo é em formas candnicas (com um nimero minimo de parametros), mas como matrizes
cheias e em uma determinada base quase otimamente condicionada. Isto significa que os indices de
observabilidade e controlabilidade ndo precisam ser conhecidos a priori.

A identificacdo do sistema utilizando o método de subespago é baseada na representagdo no
espaco de estados na forma discreta, como mostra a Equagdo 9.

x(k+1)= Adx(k) + Bdu(k)

9
¥(K) = C x(K) ®

onde o subindice d se refere as matrizes para o modelo discreto. No tempo discreto, a resposta do
sistema é comumente representada por uma matriz de dados, ou matriz de Hankel

Y:[y1 Y, - yN] (10)

onde N é o nimero de pontos. Para compreender a utilizacdo da matriz de Hankel € necessario
conhecer o caso mais simples onde se considera o produto entre duas matrizes de dados obtidas por
modifica¢des na Equacdo 10. Seja Y(i1:n.x) uma matriz de dados onde foram removidos os dltimos k
pontos de dados, e similarmente, seja YNy uma matriz onde foram removidos os k primeiros
pontos de dados, entao

" 1
Rk :ﬂY(IZN—k)Y(’iiN) (11)
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Nao € uma estimativa da matriz de correlacdo do tempo de anterior k. Isto segue diretamente da
defini¢do de estimativa de correlacdo (Van Overschee e De Moor, 1994). A matriz de Hankel Y}, é
simplesmente a aquisi¢do de uma familia de matrizes que sao criadas deslocando a matriz de dados.

Y(l:N—Zs)
: Y,
Y

(2s:N)

A meia parte superior desta matriz é chamada the past (passado) e denotada Yy, € a meia parte
inferior € chamada the future (futuro) e denotada Yys. O deslocamento total dos dados é 2s e
chamado de number of block rows. O nimero de linhas na matriz de Hankel é 2sM e o nimero de
colunas é N — 2s.

Conhecida a matriz de Hankel é preciso construir a projecdo definida por Van Overschee e De
Moor (1994) como uma ferramenta geométrica utilizada principalmente para identificacdo de

sistemas. Entretanto, tratando de respostas estocdsticas, a projecao € definida como meio
condicional. Especificamente para identificacdo de sistemas estocdsticos a projecdo € definida por

0=E(Y, Y,) (13)

A Equagdo 13 pode também se calculada como se mostra a seguir Van Overschee e De Moor
(1994)

0=Y, Y (Y, Y)Y,

hp (14)
A tltima matriz deste produto define as condicdes, as quatro primeiras definem as covariancias
entre os canais para diferentes tempos de atraso. Um meio condicional como o dado pela Equacdo
12 consiste simplesmente em respostas do sistema para diferentes condicdes iniciais especificadas
por Yy,. Utilizando a solugdo da Equagdo 9 quando considerada homogénea, cada coluna da matriz
O pode ser escrita por

Ocol:FsXO
— C -
CA,
2 (15)
I, =| CA?
|CAY ]

Note que conhecendo I's € possivel se obter as condi¢des iniciais. De forma completa, é possivel
escrever

0=rIX, (16)
onde X, é definido como Estados de Kalman para o tempo zero. Uma vez que possivelmente os

Estados de Kalman ndo sdo conhecidos, logo, é necessdrio utilizar uma decomposi¢do de valores
singulares (SVD — do inglés Singular Value Decomposition)
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0=USV" a7

Entdo se define a estimativa da matriz I' e os Estados de Kalman X, por

. _ 1/2
I's =US (18)

koosvT

Conhecendo as estimativas de I'y e de X, dadas pela Equacdo 18, é possivel se obter a matriz
dindmica do sistema discreto A4 removendo um bloco acima e um abaixo da matriz I'

o) Ad =T - (19)

A

A matriz de saida pode ser obtida apenas utilizando o primeiro bloco da matriz I's

A A

C=Tw (20)

Estimadas as matrizes, dindmica e de saida, € possivel calcular matriz de posicionamento mostrada
na Equacao 8.

3. APLICACAO DA METODOLOGIA

A metodologia de posicionamento 6timo de sensores apresentada neste trabalho foi aplicada em
uma placa de aluminio engastada em um dos lados. Para comparagao de resultados, foi utilizado um
modelo em método dos elementos finitos (FEM) considerando 100 elementos estruturais, 121 nds e
363 graus de liberdade (GL). A Figura la mostra a placa discretizada e a Figura 1b mostra as
posi¢cdes dos PZTs, além das posicdes candidatas para o acelerdmetro. A Tabela 1 mostra as
propriedades fisicas e geométricas da placa.

200 mm
111 @112 ‘121 / PZT
100 @101 110 |
/
Y -
/
oo :
— g
/ 6° 52 42 §
/
/ y
2 gl @t & 1 — ] s A A X
= 3 2 1
PZT Posi¢des candidatas para o acelerometro
(a) nés estruturais da placa (b) PZTs e posicodes candidatas para o sensor

Figura 1 — Placa de aluminio discretizada via método dos elementos finitos.
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Tabela 1 — Propriedades fisicas e geométricas da placa de aluminio.

. ~ Comprimento Largura Espessura
Dimensodes (mm) 200 200 3
Densidade (kg.m'3) 2710
Moédulo de Elasticidade (GPa) 70

A aquisicdo dos sinais de entrada e saida foi realizada utilizando o software Signal Ace II,
gerando um sinal aleatério em cada um dos quatro atuadores PZTs. Os PZTs foram utilizados aos
pares, ou seja, existem dois PZTs em posi¢des simétricas aos mostrados na Figura 1b, do outro lado
da placa. Os sinais de entrada e saida para cada posi¢do do sensor sdo mostrados nas Figuras 2, 3, 4,
5,6 e 7. A Figura 8 mostra a placa de aluminio utilizada.

Amplitude (V) - Posicéo 1
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Bl K
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Figura 2 — Sinais de entrada e saida — posicao 1.
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Figura 3 — Sinais de entrada e saida — Posic¢ao 2.
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Figura 4 — Sinais de entrada e saida — Posi¢do 3.



16° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2006.

Amplitude (V) - Posicao 4
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Figura 5 — Sinais de entrada e saida — Posic¢ao 4.
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Figura 6 — Sinais de entrada e saida — Posi¢do 5.
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Figura 7 — Sinais de entrada e saida — Posi¢ao 6.
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Figura 8 — Placa de aluminio utilizada.
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A aquisicao dos sinais foi realizada até 1000 Hz e por isto apenas os quatro primeiros modos
de vibrar foram identificados via método do subespaco. A Figura 9 mostra a matriz de
posicionamento (Equagdo 8) para os quatro primeiros modos, considerando o modelo FEM e os
modelos identificados para cada posic¢do, respectivamente. Nota-se claramente que as posi¢des
Otimas obtidas numericamente sdo as mesmas obtidas experimentalmente, com exce¢do para o
quarto modo.

Resultados Numéricos Resultados Experimentais

PEN N

0.8
0.6
0.4

R Ve VA Vi

0.2

indice Grammiano

indice Grammiano

. 5
Posicao do Sensor ™ ¢

1
1 -
Modo de Vibrar Modo de Vibrar

(a) resultados numéricos (b) resultados experimentais
Figura 9 — Matriz de posicionamento — resultados numéricos e experimentais.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho se buscou validar experimentalmente a resolucio do problema de
posicionamento 6timo de sensores utilizando a matriz grammiana de observabilidade para a
obtenc¢ao de um indice de desempenho. A utilizac@o desta matriz para fins de localizacao 6tima ja €
bastante conhecida e divulgada em inumeros trabalhos, no entanto, a maioria utiliza outras funcdes
objetivo (neste trabalho se utilizou o tragco da matriz). Ainda, em geral, sdo avaliadas muitas
posi¢des candidatas e isto implica que trabalhos que apresentam a comprovagdo experimental sao
raramente encontrados. Neste contexto, o atual trabalho mostra que facilmente se realiza a
verificacdo experimental do posicionamento de sensores ao se avaliar algumas posi¢des candidatas
selecionadas por experiéncia de engenharia e com a utilizacdo de um método de identificacdo das
matrizes do sistema.

Em particular neste trabalho, nota-se claramente na Figura 9 que as posi¢des Otimas do
acelerdometro para cada um dos trés primeiros modos foram as mesmas utilizando o modelo FEM e
os modelos identificados a partir de dados experimentais. Para o quarto modo se verificou
experimentalmente que a posi¢do 6tima para o acelerdmetro € a posicao 1, enquanto numericamente
a posicao encontrada foi a 2. Embora os resultados nao sejam similares, as posi¢des encontradas sao
proximas. Isto indica que para aplicagdes reais de engenharia pode-se encontrar a regido da posicao
otima e ndo eventualmente o ponto 6timo. Para estruturas mais complexas, como treli¢as espaciais,
este estudo se torna ainda mais necessario.
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Abstract: This paper presents an experimental verification of the optimal placement of sensor in an
aluminum plate. The methodology used involves the calculation of the trace of the observability
grammian matrix, in order to verify the performance of each candidate position. The grammian
matrix was calculated by solution the Lyapunov’s Equation. The software Signal Ace Il was used to
acquisition of output and input signals. The excitation forces were applied with four PZTs
actuators. The model in space state form was identified by a numerical algorithm of subspace.
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