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Resumo: O Problema de Controle Otimo Multi-objetivo (PCOMO) é uma generalizagdo da
formulagdo de Problemas de Otimizacdo Dinamica (POD). Sua solu¢do consiste na determina¢do
do perfil da variavel de controle que minimiza os objetivos de tal forma a construir a Curva ou
Fronteira de Pareto. A solu¢do de PCOMO faz uso, em sua maioria, de técnicas evolutivas, como
por exemplo, os Algoritmos Genéticos. Alternativamente, os POD podem ser resolvidos através da
utilizagao da Abordagem Indireta a partir da aplicagdo do Principio do Minimo de Pontryagin
(PMP), que consiste em transformar o POD em um sistema de Equagoes Algébrico-Diferenciais de
Valor no Contorno (EADVC). Neste sentido, este trabalho consiste na utilizagdo do Método da
Soma Ponderada (MSP) para a transformagdo do problema original, seguida da utiliza¢do do
PMP para a obteng¢do do sistema de EADVC, através da aplicagao do codigo OTIMA. Sdo
apresentados dois estudos de caso para ilustrar a eficiéncia desta metodologia frente a resultados
oriundos da aplica¢do de outras metodologias. .

Palavras-chave: Multi-objetivo, Controle Otimo, EADVC, Principio do Minimo de Pontryagin,
Meétodo da Soma Ponderada.

1. INTRODUCAO

Devido as crescentes necessidades do mercado em atingir-se mais objetivos simultaneamente
e/ou se trabalhar com problemas mais realisticos do ponto de vista industrial, os problemas de
otimizagdo multi-critérios, multi-desempenho, multi-objetivo ou de otimizagdo vetorial, tém
merecido nos ultimos anos, destaque no desenvolvimento de algoritmos e softwares especificos
para o manuseio desse tipo de problemas. Contudo, a complexidade e a falta de pesquisa sistematica
na area de otimizacdo de projetos de engenharia no meio industrial ainda tem dificultado a
exploragdo do potencial de diversas abordagens emergentes de otimiza¢do usadas na academia
(Deb, 2001). Segundo Coelho (2003) os dois maiores inibidores da utilizagdo industrial de
metodologias emergentes em larga escala sdo a falta de otimizadores robustos e a desconfianga do
projetista na utilizagdo de novas metodologias.
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A resolugdo destes problemas pode ser obtida seguindo duas abordagens: a Otimizacao
Deterministica e a Otimizagcdo Nao Deterministica, Randémica ou Aleatoria. A Otimizacao
Deterministica ¢ baseada no Célculo Variacional, sendo que sua utilizagdo se d4 principalmente
devido a sofisticagdo dos recursos computacionais desenvolvidos nos ultimos anos. Suas principais
dificuldades estao relacionadas com a falta de continuidade das fung¢des a serem otimizadas ou de
suas restri¢oes, de fungdes nao convexas, de multimodalidade, da necessidade de se trabalhar com
valores discretos para as variaveis e da existéncia de minimos ou maximos locais (Saramago, 1999).
Ja a Otimizacao Nao Deterministica se fundamenta nos processos de selecdo natural através da luta
pela vida e da genética de populagdes, tratando-se assim de um método pseudo-aleatdrio, baseado
na exploragdo inteligente no espago de parametros codificados (Saramago, 1999). Deve-se ressaltar
que em geral esses algoritmos diferem de outras técnicas de minimizagdo, especialmente por
dispensarem o uso de derivadas da fun¢do custo para determinar a direcdo de busca. Outro aspecto
importante ¢ que, geralmente, ndo investem todo o esfor¢co computacional num Unico ponto, mas
sim operam sobre uma populagdo de pontos (Coelho, 2003). Entretanto, como esses métodos sao
estocasticos, seu desempenho varia de execugdo para execucdo, a menos que o mesmo gerador de
numeros aleatorios com a mesma semente ¢ utilizado (Deb, 2001). Além disso, deve-se ressaltar
que assim como nos métodos baseados no calculo variacional, estes também encontram
dificuldades na obtencao do 6timo global (Coelho, 2003).

Na literatura pode-se encontrar aplica¢cdes do Principio do Minimo de Pontryagin (PMP) em
varias areas (Bryson and Ho, 1975; Lobato, 2004; Hong, 1986; Modak et al., 1986; Santos et al.,
2005). Contudo, apesar das aplicacdes mencionadas, a sua solu¢do numérica ndo ¢ trivial, ndo
somente pela dificuldade inerente em se resolver um problema de valor no contorno, mas em
decorréncia de descontinuidades que surgem em problemas lineares na varidvel de controle e/ou
que apresentam restricdes de desigualdades no estado e/ou no controle, originando o conhecido
problema singular, cuja solucdo torna necessario a identificagdo da Fun¢do Identificadora de Fases
(Switching Structure) (Lobato, 2004).

O principal objetivo deste trabalho ¢ introduzir uma metodologia sistematica para o tratamento
de Problemas de Controle Otimo Multi-objetivo (PCOMO) através da aplicagdo do Método da
Soma Ponderada (MSP) para a transformag@o do problema multi-objetivo em um problema com um
unico objetivo, que serd resolvido através da Abordagem Indireta que transforma o problema
original em um sistema de Equacdes Algébrico-Diferenciais de Valor no Contorno (EADVC). Este
trabalho esta estruturado como segue: na Secao 2 sao apresentados o problema de otimizagdao multi-
objetivo, o conceito de Otimo de Pareto ¢ o Método da Soma Ponderada. A Sec¢do 3 traz os
conceitos do Principio do Minimo de Pontryagin. A Se¢do 4 e Secdo 5 descrevem a metodologia
aplicada e dois estudos de caso, respectivamente. Finalmente, as conclusdes e sugestdes para
trabalhos futuros sao apresentadas na Se¢ao 6.

2. 0 PROBLEMA DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO
O problema geral de otimizagdo multi-objetivo consiste em minimizar ¢/ou maximizar um vetor

de funcdes objetivo, sujeito ou ndo, a restricdes de igualdade, desigualdade e restrigdes laterais.
Matematicamente ele pode ser escrito como (Osyczka, 1984):

F(X)=/[F,F,,...F,]",X=[X,,X,,...,X,]" comF eR"e X ¢ R" (1
sujeito a

h,(X)=0,k=1,2,...K (2)

g,X020,j=12..J 3)

XP<x<xV,i=12..,n “4)
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onde, F(X) representa um vetor de fungdes objetivo, g, e A, as restrigdes de desigualdade e

igualdade, respectivamente, e X;” e X/ os limites inferior e superior das variaveis de busca. O
vetor de fungdes objetivo e as fungdes de restricdes podem ser fungdes lineares ou ndo lineares em
relagdo as variaveis de projeto, implicitas ou explicitas, calculadas por técnicas analiticas ou
numéricas.

2.1 Otimo de Pareto

E notério que ndo existe uma defini¢do universalmente aceita como “6timo” de um problema
de otimizacdo com um unico objetivo, o que dificulta a comparacdo de resultados de um método
para outro. A extensao deste conceito para problemas multi-objetivo ndo € trivial, pois usualmente a
decisdo sobre o qual ¢ a melhor resposta estd vinculada ao responsavel pela tomada de decisdo
(Osyczka, 1984). Contudo em 1986, o economista italiano Pareto formulou o conceito de “dtimo”
como ¢ conhecido atualmente hoje em dia. Sua defini¢do ¢ baseada na convicgdo intuitiva de que
um ponto x ¢é tomado como 6timo se nenhum critério utilizado pode melhorar a solu¢do sem
piorar pelo menos um outro critério. Todavia, o 6timo de Pareto quase sempre ndo fornece uma
solucdao unica, mas sim um conjunto de solugdes denominadas Ndo Inferiores ou Solugoes Nao
Dominadas. O postulado de Pareto tem sido base para o desenvolvimento de teoremas importantes
na teoria de otimizagao multi-objetivo (Osyczka, 1984; Eschenauer et al., 1990).

2.2 O Método da Soma Ponderada

Dentre os varios métodos cldssicos para a transformacdo do problema multi-objetivo para o
problema com um unico objetivo, 0 Método da Soma Ponderada (Weigthed Sum Method) ¢ sem
duvida a técnica mais utilizada para essa finalidade (Osyczka, 1984). Nesta abordagem, as fungoes
objetivo sao agregadas de forma a transformar essa grandeza vetorial numa grandeza escalar como
mostrado a seguir:

100=35(x) ¥

onde os pesos obedecem a seguinte relagao:

N (6)

Os resultados obtidos através desta abordagem sdo fortemente dependentes dos valores de w;,
que nao refletem proporcionalmente a importancia relativa dos objetivos, mas sdo somente fatores
(Osyczka, 1984). Para os problemas de otimizagdo, a localizacdo do minimo depende ndo somente
dos valores de w;, mas também das unidades nas quais essas fungdes sdo expressas. Se desejarmos
que w; reflita a importancia de cada objetivo, todas as fungdes devem ser expressas em unidades
com aproximadamente mesmo valor numérico. Isso pode ser feito da seguinte forma:

/1(x)= %Wifi (X)e; 7

onde c¢; sdo constantes que normalizam a fung¢do objetivo e que, segundo Osyczka (1984),
apresentam os melhores resultados quando ¢, = %[ ,» /2 € o i-ésimo valor da fungdo objetivo

otimizada individualmente com a presenca de todos as restrigdes originais.
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3. ABORDAGEM INDIRETA: O PRINCiPIO DO MiNIMO DE PONTRYAGIN

O POD, sem a presenca de restricdes de igualdade, desigualdade e de condigdes de fim, ¢ dado
por (Logsdson and Biegler, 1989):

min J = l//(z(tf ))+ JCL(Z,u,t)dt (8)

to

f(zzut)=0 &)
comJ(),L(),w()—> R, f()oR™, ze R™eueR™.

Por conveniéncia, define-se a fungdo Hamiltoniano como (Bryson and Ho, 1975):

H:L(z,u,t)+ /1Tf(z',z,u,t) (10)

Para obter as condigdes necessarias para o 6timo, € necessario definir a variagao do funcional:

r
J = IH(Z,Z,u,t)dt (11)

o

Expandindo o incremento em série de Taylor e extraindo as condi¢gdes que sao lineares, tem-se
a variagdo de J utilizando integragdo por partes. Para simplificar, obtém-se as equagdes adjuntas
ou de co-estado e a condigdo estacionaria, que formam as condi¢des necessarias para a otimizagao
dindmica:

a—L+ﬁTg—/iT8—f—ﬁTi[a—f}=0,para /IT(tf)za—l// (12)
0z 0z 0z dt| oz oz 1=t

AL Iy (13)
oz ou

Com o intuito de facilitar e evitar a manipulag@o algébrica incorreta das condi¢des necessarias
foi desenvolvido o Codigo OTIMA por Lobato (2004). O OTIMA ¢ implementado em ambiente
Maple® e obtém o sistema de EADVC que compde as condigdes de 6timo néo so para a formulagio
que foi apresentada, mas para o caso geral que inclui restricdes de igualdade e/ou desigualdade,
condi¢des de fim para as varidveis de estado e para problemas com tempo final livre.

4. METODOLOGIA
A metodologia deste trabalho consiste nas seguintes etapas:
o Transformar o problema multi-objetivo em um problema com um Unico objetivo através
da aplicacdo do método da soma ponderada;

o Obter as equagdes adjuntas (Equacao 12) e a condicao estacionaria (Equagao 13) a partir
da aplicacdo do codigo OTIMA;
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a De posse do sistema de EADVC, utilizar o programa de colocagdo ortogonal
desenvolvido em Matlab®, para a resolucio do sistema de equagdes para cada valor de
Wi.

Deve ser ressaltado que, neste trabalho, optou-se por eliminar a integral da fun¢do objetivo.
Alternativamente, poder-se-ia ter optado em nao fazer essa mudanga e utilizar, por exemplo, o
método da quadratura gaussiana para a obtencao do valor da integral. A declaracdo da nova variavel
de estado acarreta um aumento da dimensao do sistema em decorréncia da aplicagdo do PMP em
relacdo ao problema original. Contudo, nos casos investigados, esse aumento de dimensao ndo traz
nenhuma dificuldade adicional ao problema. Outro aspecto relevante ¢ que a utilizagao dessas novas
varidveis de estado faz com que apenas a condicdo de fim para as varidveis adjuntas
correspondentes a essas novas variaveis fiquem em fun¢do do peso. Se ndo fosse considerada essa
mudanga, os pesos apareceriam explicitamente na formulagdo das equagdes adjuntas e na condigao
estacionaria.

5. ESTUDO DE CASOS

Nesta se¢do sdo apresentados dois problemas cldssicos cujos resultados sdo comparados com os
relatados na literatura. Deve ser enfatizado que o sistema de EADVC ¢ resolvido através do método
de colocagdo ortogonal, através do pacote fsolve. Os parametros utilizados em ambos 0s casos
foram: 5 pontos de colocagio e tolerancia absoluta e relativa iguais a 107

Caso 1:

Deseja-se minimizar os seguintes objetivos (Kundu and Kawata, 1996):

4 4r

J 1) = [x] +x3dt e J(u)= [udr (14)
0 0

Sujeito a:

d. d.

%:xze%:u,com x1(0)=16x2(0)20 (15)

Redefinindo os objetivos como novas varidveis de estado chega-se a:

dx] _

a2 x,(0)=1 (16)
axy _

a " x(0)=0 (17)
dx3 _ 2 2

TR x3(0)=0 (18)
By _ 2

dt x4(0)=0 (19)

Aplicando o codigo OTIMA obtém-se:



di,

—_— = —213)61

dt
i,

—_— = —2,1 —22,3)62

i

dy

dt

dt

dt
12 + 22“41/! =0
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2(4r)=0
Ao(4r)=0
A3(47)=w
Ay(4r)=1-w

(20)
21
(22)

(23)
24)

Kundu and Kawata (1996) apresentam um procedimento que faz uso de algoritmo genético para
a obtencdo da solugdo do problema. Um ponto interessante a ser destacado ¢ que, neste trabalho, os
autores consideram dois casos, um com controle linear dado por u=-k;x;-k>x, € outro com controle
ndo linear dado por u=f{x;, x,, k;), sendo que para estes casos, tem-se um problema de determinagao
dos parametros (k;, i=1,...,6). As Figuras (1)-(3) apresentam os perfis para as varidveis de estado,
para as variaveis adjuntas e para o controle, para alguns valores de w. A curva de Pareto
determinada para este problema encontra-se na Figura (4).
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Figura 4: Otimo de Pareto

E possivel observar-se que, o aumento do valor do peso w faz com que os perfis das areas das
integrais se tornem conflitantes, o que ressalta a dificuldade na obtengdo da curva de Pareto.
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Caso 2:

Deseja-se minimizar os seguintes objetivos (Fleming, 1985; El-Kady et al., 2003):

o0 o0

Jl(u)zj8x12+u2dre Jg(u)=I]]x§+u2dr (25)
0 0

Sujeito as equagdes de estado:

d d.

Transformando 7 € [0,0) em t€ [0,1) através de:

t=1-

]+T,com T#-1. 7)

Redefinindo os objetivos como novas variaveis de estado na nova variavel independente chega-
se a:

dxp _ X

di(1-1f x)(0)=1 (28)
de _ X;+Xy+u

di (1=t x(0)=1 (29)
dx; 8x12 +u’

dt  (1-1) 55(0)=0 (30
dxy ]ng +u’

dt (1) 54(0)=0 Gl
Aplicando o cddigo OTIMA obtém-se:

dﬂ] ﬂz ]623)@

=— - Lltr)=0
i U (Y iler) (32)
dﬂz ﬂ] 2,2 22/14)62
- - - bltr)=0

dt (1=1f (1-1f (1-1f 2ler) (33)
dAs

haake AP/ A\t - )=

o sty )=w (34)
ey Alig)=1-w  G3)
Ao+ 23+ A u=0 (36)

Fleming (1985) resolveu este problema utilizando o MSP e fazendo uso de otimizadores
individuais para cada objetivo. J& o trabalho de El-kady et al. (2003), consiste na resolucdo do
problema de otimizac¢dao ndo linear através da utilizagdo do MSP aliado a discretizagdo realizada
através do Método Espectral de Chebyschev (Chebyshev Spectral Procedure). As Figuras (5)-(7)
apresentam os perfis para as variaveis de estado, adjuntas e o controle para alguns valores de w. A
Figura (8) apresenta a comparagdo da curva de Pareto encontrada neste trabalho com aquelas
reportadas na literatura.
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Pode-se observar através da Figura 8, uma boa concordancia entre os resultados obtidos e os
encontrados na literatura.

6. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho objetivou a aplicagdo do PMP em PCOMO através do MSP para a geragdao do
sistema de EADVC. A partir da andlise dos resultados obtidos, pode-se destacar alguns pontos: o
numero de pontos de colocacdo utilizados foi suficiente para uma boa representatividade da
solu¢do; a utilizagdo do codigo OTIMA eliminou a tediosa tarefa de geracao das equagdes adjuntas
e da condi¢do estaciondria; a metodologia proposta consegue obter bons resultados quando
comparada as obtidas através de outras metodologias disponiveis na literatura, apesar da dificuldade
inerente na resolucao de problemas de valor no contorno. Contudo, apesar dos casos relativamente
simples estudados, do ponto de vista de POD, deve-se ressaltar que o tratamento de problemas
lineares com relacdo a variavel de controle e restricdes no estado € no controle, evidenciam nao sé
uma dificuldade para a abordagem indireta, mas para qualquer metodologia aplicada.

Pesando na seqliéncia deste trabalho, pode-se propor o tratamento de problemas lineares com
relacdo a variavel de controle e a incorporacdo de restrigdes de desigualdade no estado e/ou no
controle, o que acarretara no aparecimento de arcos singulares, o que faz com que a solugdo do
problema se torne uma tarefa ardua; além disso, pretende-se testar outras metodologias para a
transformagao do problema com multiplos objetivos em um problema com um tUnico objetivo e
utilizar outras estratégias evolutivas para o tratamento de PCOMO.
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Abstract: The Multiobjective Optimal Control Problem (MOOCP) is a generalization of the
formulation of Dynamic Optimization Problems (DOP). lIts solution has to do with the
determination of control variable profiles that minimize the objective functions. In this way, the set
of points in the designspace that corresponds to the Pareto optimal frontier or Pareto solutions
front is formed. Most of the strategies to obtain the MOOCP solution uses, evolutionary techniques
such as the Genetic Algorithms. Alternatively, DOP can be solved through the use of Indirect
Approaches, which are based on the Pontryagin's Minimum Principle (PMP) and consist of
transforming a DOP to a Boundary-Value Differential-Algebraic Equation (BVDAE) system. In that
sense, this work consists in using the Weighted Sum Method (WSM) for transforming the original
problem by using the PMP for obtaining the BVDAE system.Finally, by applying the OTIMA code
the equations for optimality condition are generated. Two case studies are presented to illustrate
the efficiency of this technique as compared to results from other methodologies.

Keywords: Multiobjective Problem, Optimal Control, BVDAE, Pontryagin’s Minimum Principle,
Weighted Sum Method.
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