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Resumo: Neste trabalho, objetivou-se efetuar uma andlise quantitativa do modelo do elipsoide
circunscrito simplificado, proposto por Balthazar e Malcher, para determinacdo da amplitude da
tensdo cisalhante equivalente e, por conseguinte, da resisténcia a fadiga multiaxial, sob condicoes
de carregamento biaxial/triaxial, com amplitude constante e fora de fase. Para isto, fez-se uma
breve exposi¢do do modelo mencionado, que é uma evolu¢do do modelo de Duprat (1997) e uma
simplificagdo do modelo de Bin Li et al (2000) e é baseado na abordagem do invariante do tensor.
Ao final, foram escolhidos oito pontos experimentais disponiveis na literatura para a liga 25CrMo4
e os resultados encontrados com a nova proposi¢do, foram comparados com os modelos de Bin Li
et al, Papadopoulos et al e Mamiya e Araujo.

Palavras-chave: vresisténcia a fadiga, carregamento biaxial/triaxial, invariante do tensor,
carregamento fora de fase, modelo do elipsoide circunscrito simplificado.

1. INTRODUCAO

Muitos componentes de estruturas mecanicas estdo freqiientemente sujeitos a carregamentos
variaveis, que podem causar falhas por fadiga. Componentes aeronduticos sdo os exemplos mais
comuns e estdo usualmente operando sob carregamentos combinados, que podem estar fora de fase
e sendo aplicados em diferentes freqiiéncias, gerando complexos carregamentos triaxiais.

Estudos sobre fadiga multiaxial com carregamento em fase e fora de fase sdo desenvolvidos e
diferentes abordagens sdo propostas na tentativa de se descrever da melhor forma, o comportamento
do material ou estrutura sujeita a carregamentos multiaxiais. O Método da Tensdo Equivalente, o
Meétodo do Plano Critico, o0 Método da Energia e do Trabalho Plastico e O Método do Invariante do
Tensor sdo algumas das abordagens mais conhecidas na literatura. O Método da Tens@o Equivalente
consiste na transformacdo das tensdes multiaxiais com amplitude constante em uma amplitude de
tensdo uniaxial equivalente, na qual se considera que ird produzir a mesma vida a fadiga que as
tensdes multiaxiais combinadas. Dentro deste método foram propostos alguns critérios para se
prever a resisténcia a fadiga, como o critério da maxima tensdo cisalhante octaédrica e o critério de
Sines (1955). Uma segunda abordagem ¢ conhecida como o Método do Plano Critico e ¢ baseado
na determinacdo de planos criticos, nos quais as tensdes ou deformagdes cisalhantes e normais
governam o processo de nucleacdo e crescimento das trincas de fadiga. Alguns modelos foram
desenvolvidos dentro desta abordagem, como o de Brown e Miller (1973), o modelo de Fatemi e
Socie (1988), o modelo de Socie (1987) e 0 modelo de McDiarmid (1991). Uma terceira abordagem
¢ o Método da Energia e do Trabalho Plastico que consiste em computar o trabalho plastico
realizado em cada ciclo de carregamento e relaciona-lo a vida a fadiga. O modelo de Garud (1979) ¢
0 mais conhecido entre os critérios propostos dentro deste método.
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O M¢étodo do Invariante do Tensor utiliza como parametros determinadores da resisténcia a
fadiga multiaxial a tensdo hidrostatica e a amplitude da tensdo cisalhante equivalente. Este método ¢
uma combinacdo do método do plano critico, pois procura determinar dentro de um plano
desviatorio os valores maximos de seus parametros, e o método da tensdo equivalente, pois faz uso
de uma tensdo cisalhante equivalente as tensdes multiaxiais aplicadas. Inimeros modelos com base
neste método sdo mostrados na literatura, como Crossland (1956), Sines (1955) e o Kakuno-
Kawada (1979).

Para Papadopoulos (1992), estes modelos ddo boas estimativas para os casos de carregamentos
em fase. Contudo, eles ndo sdo precisos quando utilizados para carregamentos fora de fase. Assim,
verificou-se que nos ultimos 15 anos, estudos mais aprofundados foram desenvolvidos para se
estabelecer os efeitos do carregamento fora de fase nas propriedades a fadiga em materiais e
componentes mecanicos Desta forma, pesquisadores como Dang Van et al (1973), Deperrois
(1991), Duprat et al (1997), Bin Li et al (2000), Mamiya e Araujo (2002), Balthazar e Malcher
(2006) vém procurando estabelecer a influéncia do angulo de fase na vida a fadiga multiaxial. Estes
modelos se diferenciam pela abordagem dada na determinag@o da amplitude da tensdo cisalhante
equivalente. Segundo Papadopoulos (1993), diferentes dngulos de fase entre as tensdes aplicadas
em um componente, causam uma reducdo na resisténcia a fadiga.

A seguir, faz-se uma breve revisdo sobre o critério do invariante do tensor, bem como o modelo
proposto por Balthazar e Malcher (2006) que procura determinar de maneira simplificada, a
amplitude da tensdo cisalhante equivalente. Esta modelagem ¢ testada para historicos
biaxiais/triaxiais de carregamentos e comparada as outras abordagens propostas na literatura.

2. DETERMINACAO DA RESISTENCIA A FADIGA

O critério baseado no invariante do tensor utiliza a tensdo hidrostatica e a amplitude da tensdo
cisalhante equivalente como parametros para determinagdo da vida a fadiga multiaxial de materiais

e componente mecanicos. E necessario calcular os valores de ,/J,, € o, para se aplicar modelos

como o de Crossland (1956), Sines (1955) e Kakuno-Kawada (1979). A diferenga entre tais
modelos estd na utilizagdo do valor médio ou maximo da tensdo hidrostatica e na abordagem
utilizada para determinagdo da amplitude da tensdo cisalhante equivalente.

Quando o carregamento aplicado ¢ ciclo uniaxial ou ciclo, multiaxial e em fase, o valor da
amplitude da tensdo cisalhante ¢ de facil obtencdo, e assim pode ser determinada através da raiz
quadrada do segundo invariante do tensor desviatorio. A Equacdo 1 mostra o valor da tensdo
cisalhante equivalente para o caso multiaxial e em fase.

N ) A R | S B LRSI IS

Porém, quando o carregamento aplicado ¢ ciclo, multiaxial e fora de fase, a determinagdo de
+JJ,, nao ¢ simples e ha a necessidade de se executar inimeros calculos matematicos. O vetor que
representa a amplitude da tensdo cisalhante equivalente varia tanto em direcdo como em magnitude

ao longo do tempo. Na Figura 1, pode-se verificar como a amplitude da tensdo cisalhante se
comporta em um carregamento proporcional e ndo proporcional.
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Figura 1: Comportamento da amplitude da tensdo cisalhante em um carregamento proporcional
e ndo proporcional.

Pesquisadores como Dang Van et al (1973), Deperrois (1991), Duprat et al (1997), Bin Li et al
(2000), Mamiya e Aragjo (2002), Balthazar e Malcher (2006) propuseram diferentes abordagens
para determinagdo da amplitude da tensdo cisalhante equivalente, na tentativa de se contemplar a
influéncia do angulo de fase nas propriedades a fadiga. Entre as abordagens mais conhecidas, tem-
se: método da maior projecdo descrita pela trajetéria do tensor desviatério, método da maior corda,
método da menor hiper-esfera que contem a projecdo do tensor desviatorio proposto por Dang Van
et al (1973), método da menor elipsdide circunscrita proposto por Bin Li at al (2000), método do
prisma retangular proposto por Mamiya e Araujo (2002), sdo alguns dos mais conhecidos e
utilizados. Balthazar e Malcher (2006) propuseram uma simplificagdo do Modelo do Elipsoide
Circunscrito que resultou na combinagao do modelo proposto por Duprat et al (1997) e o modelo de
Bin Li et al (2000).

2.1 O Modelo do Elipséide Circunscrito Simplificado

O critério de Bin Li et al (2000) apresenta bons resultados para determinagdo da resisténcia a
fadiga multiaxial, quando comparado a resultados experimentais e as outras abordagens existentes
na literatura. O mesmo propde a determinagdo da menor elipsdide que circunscreve a trajetoria
descrita pelo tensor desviatorio. A grande dificuldade de se utilizar tal proposi¢do, esta da
determinagdo do centro da elipse e, por conseguinte, na determinagdo do seu maior € menor raio,
ver Figura 2(a). J4 Duprat (1997) determina a amplitude da tensdo cisalhante equivalente, a partir da
maior e menor corda obtida através da interseccdo da trajetoria do tensor desviatorio, sem se
preocupar em determinar o centro geométrico do mesmo, como mostrado na Figura 2(b).
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Figura 2: Determina¢do da menor elipse circunscrita. 2(a) segundo a abordagem de Bin Li et al

(2000) e 2(b) segundo a abordagem de Duprat (1997).
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Apds a determina¢do do maior e menor raio da elipse, o valor de 4/J,, ¢ obtido através da

Equagdo 2 e Equacdo 3, segundo Duprat ¢ através da Equagdo 4, segundo Bin Li et al. Segundo
Malcher (2006) os resultados de Duprat (1997) apresentam grandes dispersoes quando se aumenta a
defasagem entre as cargas aplicadas. Ja Bin Li et al (2000) apresenta resultados mais consistentes.
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2 27 2 |47 Tea” 256
1%
J. == 3
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Assim sendo, uma possibilidade para redu¢do dos erros no modelo de Duprat (1997) para
angulos de fase maiores e redugdo dos complexos calculos matematicos necessarios para aplicagdo
do critério de Bin Li et al (2000), estd da determina¢do da menor elipse simplificada, proposta por
Balthazar e Malcher (2006).0 modelo se propde a determinar a menor elipsdéide que contem a
trajetoria formada pelo tensor desviatorio através da obtencdo do maior e menor raio segundo a
proposta de Duprat (Equagdes 6 e 7) e determinagdo do perimetro da elipse ou da tensdo cisalhante
equivalente, segundo a proposta de Bin Li et al (Equagao 5).

Pe DY (aY
) 5) ©

R-D_ max(¢)p(er) 6)
2 2

R =4 min(¢)p(er) )
2 2

Onde

a)t —tr[(_ t+7z )(_ t+7z )} (®)

Substituindo as Equagdes 6 e 7 na Equagdo. 5 e determinando novamente o valor da tensdo
cisalhante equivalente, chega-se entdo na proposta de Balthazar e Malcher (2006).

- % J [max(t)p(wt)]j/% [min(r)p(er)f )

Jy

Assim, reescrevendo o critério de Crossland (1956) de acordo com a nova abordagem para
determinagdo da amplitude da tensdo cisalhante equivalente, tem-se:

Lmenlplorl lminlplen] 55 i 19

rt
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Ou ainda, substituindo o valor o, , tem-se:

1 2 3 !
! \/[max \/; [min(r)o(er )] " Sirt.f_l 3 max(trg) st (b

Através da Equacdo 11, pode-se definir o lado esquerdo da mesma, como sendo a tensdo
equivalente. Assim, o, pode ser escrita como:

1 \/ [max()p(@)]’ +[min(t)o(er) 3

— %max(tra) (12)

o
“ \/5 's,

Pode-se definir também a razdo de tensdo, através da Equagdo 13, como sendo a divisdo entre a
tensdo equivalente o,, e o limite de fadiga para um carregamento torcional alternado 7

1 max(p()] + fmin()p@)] 3
2

1
+—f = max(trg)
K — \/5 S"f 3 (1 3)
L,
Representando o erro indexado ao modelo, em termos percentuais, tem-se:
2 .
e el 5 1
1= 2 a -1 ).100% (14)

L,

3. RESULTADOS ENCONTRADOS

Foram analisados oito pontos experimentais disponiveis na literatura para a liga aeronautica
25CrtMo4 (f,=361 MPa e t =228 MPa). Os quatro primeiros histéricos sdo equivalentes a
carregamentos biaxiais fora de fase e os quatro Ultimos historicos sdo equivalentes a carregamentos

triaxiais fora de fase. Através da Tabela 1, observam-se os resultados encontrados para o modelo de
Balthazar e Malcher (2006).

Tabela 1: Resultados encontrados para o modelo de Balthazar e Malcher, liga 25CrMo4.

oxa oXxm oya oym Ta \Ja2 oHm oHa oeq

o o 0,
D MPa] [MPa] (MPa] (MPa] P° [MPaj Y (MPa] [MPa] [MPa] [MPay K 1%
1 261 340 261 170 0 0 0 150,69 170 174,00 206,65 0,91 -9,36%
2 275 340 275 170 60 0 0 19445 170 15877 247,94 1,09 875%
3 240 340 240 170 90 0 0 19596 170 113,14 242,02 1,06 6,15%
4 196 340 196 170 180 0 0 196,00 170 - 22366 0,98 -1,90%
5 220 340 0 170 0 110 60 168,03 170 73,33 207,61 0,91 -8,94%
6 233 340 0 170 O 117 90 178,28 170 77,67 218,558 0,96 -4,13%
7 155 340 0 170 0 155 60 178,98 170 51,67 215,04 0,94 -5,68%
8 159 340 0 170 O 159 90 183,60 170 53,00 219,88 0,96 -3,56%
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Na Figura 3 sdo mostrados os diagramas de fase para todos os oito historicos de carregamentos.
Observa-se que quando o angulo de fase € igual a zero, o diagrama ¢ equivalente a uma linha reta,
j& quando ha defasagem entre as cargas aplicadas, o diagrama se aproxima a forma de uma elipse.
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Figura 3: Diagrama de fase para os historicos de carregamentos de 1 até 8, presentes na tabela 1.
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Através da Figura 4, pode-se observar o valor de K, obtido através do modelo do elipsoide
circunscrito simplificado, proposto por Balthazar e Malcher, para os diferentes dngulos de fase § e

Y.
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Figura 4: Razao de tensdo K versus 3 e y obtida para os diferentes pontos da tabela 1.

Fez-se uma analise comparativa dos resultados encontrados através do modelo de Balthazar e
Malcher, com os resultados encontrados para Bin Li et al, Papadopoulos et al e Mamiya e Araujo.
Através da Tabela 2, podem-se observar os resultados encontrados.

Tabela 2: Comparacdo entre os resultados encontrados para os modelos de Bin Li et al (1),

Papadopoulos et al (2), Mamiya e Aragjo (3) e Balthazar e Malcher (4).

ID ";’;2] [:n);n;] [“%2] [;?;";] B° [MT;a] VO 1%(1) 1%(2) 1%(3) 1%(4)
1 261 340 261 170 0O 0 0 -94% -9,0% -9,4% -9,36%
2 275 340 275 170 60 0 0 87% 80% 85% 875%
3 240 340 240 170 90 0 0 61% 60% 6,0% 6,15%
4 196 340 196 170 180 0 0-19% -1,8% -1,9% -1,90%
5 220 340 0 170 0 110 60 -9,0% -8,8% -9,0% -8,94%
6 233 340 0 170 0 117 90 -4.2% -4,0% -4,1% -4,13%
7 155 340 0 170 0 155 60 -5,7% -57% -5,8% -5,68%
8 159 340 0 170 0 159 90 -3,6% -3,5% -3,6% -3,56%

Representando graficamente os erros percentuais (I%) encontrados para os diferentes modelos,
ver Figura 5, observou-se que o modelo de Balthazar e Malcher apresenta uma baixa dispersdo de
valores e os erros indexados se mostraram inferiores a 10% e sempre na ordem de grandeza dos
demais modelos existentes. A grande contribuicdo da nova abordagem esta na simplificacdo da
forma de obtencdo dos raios da elipse e assim, na determinag@o da amplitude da tensdo cisalhante
equivalente. Desta forma, através da andlise dos oito pontos experimentais, constatou-se que a
resisténcia a fadiga ou limite de fadiga multiaxial pode ser estimado por intermédio do perimetro da
menor elipse que contem a trajetéria do vetor desviatorio, calculado através do maior e menor
segmento que corta a trajetoria W',
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Figura 5: Erro percentual apresentado pelos diferentes modelos, para os oito pontos
experimentais em analise.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho, buscou-se analisar quantitativamente o modelo do elipsoide circunscrito
simplificado, proposto por Balthazar ¢ Malcher (2006), para determinagdo da resisténcia a fadiga,
para carregamentos biaxiais e triaxiais fora de fase. Verificou-se que o modelo apresenta resultados
satisfatorios comparados aos outros modelos existentes na literatura. Uma vantagem na utilizagdo
do modelo proposto, esta na rapida determinacdo dos parametros D e d, necessarios para calculo da
amplitude da tensdo cisalhante equivalente. Para os outros modelos existentes, hd a necessidade de
se executar complexos calculos matematicos, como por exemplo, no modelo de Bin Li et al (2000)
quando se determina o centro do elipsoide.
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Abstract: In this work, it was objectified to effect a quantitative analysis of the ellipsoid simplified
model, for determination of the multiaxial fatigue strength, considered by Balthazar and Malcher,
under triaxial/biaxial loading conditions, with constant amplitude and out-of-phase. For this, one
brief bibliographical revision became on the mentioned model, that is based on the stress invariant
model. To the end, eight available experimental points in literature for the league had been chosen
25CrMo4 and the joined results had been compared with the models of Bin Li et al, Papadopoulos
et al and Mamiya and Araujo.
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