I ‘ 15° POSMEC - Simposio do Programa de
i I Pos-Graduacdo em Engenharia Mecénica —-'n;—‘c'
\ ‘ Universidade Federal de Uberlandia F: lll =1 -

Faculdade de Engenharia Mecanica

MODELAGEM MATEMATICA E SIMULACAO NUMERICA DO
MOVIMENTO DE UM CILINDRO E UMA ESFERA EM QUEDA LIVRE

Diego Alves de Moro Martins

Universidade Federal de Uberlandia - UFU, Faculdade de Engenharia Mecanica
Laboratério de Transferéncia de Calor e Massa e Dinamica dos Fluidos - LTCM

Av. Jodo Naves de Avila, 2160, Bairro Santa Ménica, CEP 38400-009, Uberlandia, MG
diegomoro85@yahoo.com.br

Aristeu da Silveira Neto
aristeus@mecanica.ufu.br

Resumo: Neste trabalho estuda-se o comportamento dindmico de uma esfera e um cilindro em
queda livre, em um movimento sem rota¢do, unidirecional somente na dire¢do vertical, em meio
infinito, em fluido Newtoniano, em duas dimensdes. Desenvolveram-se solu¢oes analiticas
numeéricas de uma EDO, utilizando-se de uma correlacdo para o coeficiente de arrasto. Os
resultados sdo com uma solucdo numérica das equagoes de Navier-Stokes.

Palavras-chave: Queda livre, esfera, cilindro, solu¢do analitica, solugdo numérica.
1. INTRODUCAO

A natureza do movimento de um objeto em queda livre foi, ha muito tempo, tema de estudos da
“Filosofia Natural”. Aristoteles afirmava que “o movimento para baixo de qualquer corpo pesado é
tdo mais rapido quanto maior for seu tamanho”. Somente séculos depois, quando Galileu Galilei
(1564-1642), cientista italiano da Renascenca, proclamou e publicou a verdade sobre este assunto,
que ele conseguiu descobrir, langcando mao de experiéncias, é que a autoridade de Aristoteles sobre
a questdo foi seriamente abalada. Nos ultimos anos de sua vida, Galileu escreveu um tratado,
intitulado Didlogos Sobre Duas Novas Ciéncias, no qual apresenta seus estudos sobre o0s
movimentos. Este tratado pode ser considerado como o marco inicial do estudo da dinamica
(Resnick e Halliday, 1981).

Desde a época de Aristoteles e Galileu 0 comportamento de um corpo em queda livre é
estudado. Desde entdo estes estudos nao pararam. E gracas a estes é que hoje temos conhecimentos
o suficiente para projetar um avido, um carro, etc. Uma das correlacfes entre um corpo em queda
livre, e um projeto de um avido, é a aerodindmica, que é um dos assuntos que estdo embutidos neste
relatério. O qual tem como principal fundamento a analise do comportamento dinamico de uma
esfera e de um cilindro em queda livre, em meio fluido.
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2. DEFINICAO DO PROBLEMA

Este é um estudo que relata o comportamento dindmico de uma esfera e de um cilindro em
queda livre, em um movimento unidirecional na vertical, em meio infinito, em um fluido
Newtoniano.

Quando um corpo estd em queda livre na superficie terrestre, este sofre acbes de trés forcas: A
forca gravitacional da terra, a resisténcia ao movimento que 0 meio provoca no corpo, € 0 empuxo
do fluido.

Empuzo

Forga de arrasto

Forpa peso

Figura 1: Esquema das forgas atuantes em uma esfera em queda livre.

Para realizar a analise do comportamento dindmico da esfera e do cilindro em queda livre, foi
utilizado o principio fundamental da dindmica, a 22 lei de Newton. Onde a taxa de variagdo no
tempo (ou derivada) da quantidade de movimento de um ponto material é igual & soma das forgas
aplicadas neste ponto (Resnick e Halliday, 1981).

Utilizando a 22 lei de Newton no estudo do corpo em queda livre foi obtida a Equacéo 1.

(F -F,-F,) =m {dﬁ] 1)
P e d p dT

Onde a forca peso F), subtraida da forca de arrasto 7, e do empuxo F., € a resultante das for¢as
aplicadas no corpo, que é igual a massa do corpo m, multiplicada pela taxa de variacéo do tempo.

Para discretizacdo da equacdo geral de um corpo em queda livre, foram utilizados sete métodos
numéricos: 0 metodo numérico explicito, o método numérico implicito, o método de Adams-
Bashfort de segunda ordem, o método de Crank-Nicolson ou método numérico misto, o0 método de
Euler aperfeicoado que € um método Runge-Kutta de 22 ordem, e os métodos de Runge-Kutta de
ordens superiores, na 3% e na 42 ordem, e um método semi-analitico.

Para realizar estes célculos foram usados algoritmos na linguagem Dev-C++, e para plotagem
dos graficos foi usado o programa Tecplot. Os programas desenvolvidos ddo a cada iteracdo sua
respectiva velocidade, tempo, posicéo no eixo Oy, a forca de arrasto e a aceleracéo da esfera.

3. DESENVOLVIMENTO DAS EQUAGOES

As equacOes abaixo representam respectivamente, a forca peso, a forca de arrasto e o empuxo
(Fox e McDonald, 1988).

F,=m,g (2)
CdprZA
F, = PP

d 3 3)
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F,=¥,p,g (4)

A forga peso é representada pela Equacéo 2, € o produto da massa do corpo m, com a gravidade
g. A forca de arrasto representada pela Equagdo 3, tem como componentes, o coeficiente de arrasto
Cq, a densidade do fluido p, a velocidade do corpo V), a area longitudinal do corpo 4, E o0 empuxo
representado pela Equagéo 4, € o produto do volume do corpo ¥, a densidade do fluido pse a
gravidade do corpo g.

Para o calculo da forca de arrasto € necessario saber o valor do coeficiente de arrasto C, da
esfera e do cilindro, que é dado respectivamente pelas Equacdes 5 e 6 (White, 1991), onde v/é a
viscosidade do fluido, D, o didmetro do corpo, e Re € 0 numero de Reynolds, que € representado
pela Equacéo 7.

c =22 6 04 (5)
=———+ +0,
“"V.D, I++Re
10
Re?
V. D
Re=-*2"2 (7)
Vy

A equacdo geral de um corpo em queda livre é dada pela unido das Equacfes 2, 3, 4 com a
Equacéo 1.

2
(de]_ [g_ C,p, VA, _Vppfg]

dr | 2mp m,

(8)

2mp m,

)= [g Cup V4, Vp/’ng

A equacdo 3.7 foi desenvolvida em oito métodos: o método numérico explicito, 0 método
numeérico implicito, o método de Adams-Bashfort de segunda ordem, o método de Crank-Nicolson
ou método numérico misto, o método de Euler aperfeicoado que € um método Runge-Kutta de 22
ordem, os métodos de Runge-Kutta de ordens superiores, na 3% e na 42 ordem, o pelo método dos
trapézios (Ruggiero e Lopes, 1988). Estes métodos sdo representados respectivamente pelas
equac0es abaixo.

Método numérico explicito.

Cdpf (V; )2 Ap _ Vppfg

2mp m,

n+l n
Vyt=v)+ At g- 9)



Método numérico implicito.

vitl=v+Ar| g -

Capy (V; " )2 4, ¥pse

Zmp m,

Método de Adams-Bashfort de segunda ordem.

Vn+1 _Vn
2 ply)- S )

Método de Crank-Nicolson.

Vn+1 —_yn
=y s ]

Método de Runge-Kutta de 22 ordem.
’Hé " 2 "
Vp ==V, + At f(Vp)
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Método de Runge-Kutta de 32 ordem.
K, =a¢(7)

K
K, = Atf(Vlf + 7’)
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Método de Runge-Kutta de 42 ordem.
K- 2(2)
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Método dos trapézios.

=

S\,
Vpr

av, =—— (16)
n

V; =ndV,

t,=t, +f(V;)AVp
4. RESULTADOS E ANALISES GRAFICAS

Os resultados foram obtidos dos métodos utilizados, usando os dados do cilindro, que estdo na
Tabela 1.

Tabela 1: Caracteristicas do corpo e do fluido.

Propriedades S.1.
Diametro do cilindro 0,01lm
Profundidade do cilindro Unitaria
Densidade do cilindro 3 kg/m?
Densidade do fluido 1 kg/m?
Viscosidade do fluido 0,0001 Kg/ms
Variagédo de tempo 0,01s

A Figura 2 indica a velocidade do cilindro em fungdo de tempo, e compara todos 0s métodos
utilizados, a Figura 3 compara as posi¢des em relagdo ao tempo.
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Figura 2: Gréfico da velocidade em funcdo de tempo, comparando os métodos utilizados.
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Figura 3: Gréfico da posi¢do em fungdo de tempo, comparando os métodos utilizados.
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As Figuras 4 e 5 representam respectivamente os graficos da aceleracdo em funcdo do tempo, e
da soma da forca de arrasto com o empuxo em fungéo do tempo.
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Figura 4: Gréfico da aceleracdo em funcdo do tempo, comparando os métodos utilizados.
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Figura 5: Gréfico da forca de arrasto somada ao empuxo em relagdo ao tempo.

A Figura 6 compara a solugdo analitica desenvolvida explicitamente, com uma solucao
numérica desenvolvida pelas equactes de Navier-Stokes.
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Figura 6: Gréfico de velocidade comparando a solugdo analitica com a numérica.

As figuras abaixo comparam as sensibilidades aos espagos de tempo utilizados em cada método,
tendo como corpo a esfera, com os dados da Tabela 2.

Tabela 2: Caracteristicas do corpo e do fluido.

Propriedades S.I.
Diametro da esfera 0,05m
Densidade da esfera 7870 kg/m?3
Densidade do fluido 1,225 kg/m?3

Viscosidade do fluido 1,45 x 10 m?/s
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Figura 7: Gréfico de comparacdo da sensibilidade ao espaco de tempo do método explicito.
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Figura 8: Gréafico de comparacao da sensibilidade ao espaco de tempo do método implicito.
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Figura 9: Gréafico de comparacédo da sensibilidade ao espaco de tempo do método de Adams-
Bashfort.
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Figura 10: Gréfico de comparagdo da sensibilidade ao espaco de tempo do método de Crank-
Nicolson.
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Figura 11: Gréfico da sensibilidade ao espaco de tempo do método Runge-Kutta 22ordem.

“BRE
.

80| ‘

60—

Vp (mis)

40 -

20 [~

L
20 40
tempo (=)

Figura 12: Gréfico da sensibilidade ao espago de tempo do método Runge-Kutta 3%rdem.
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Figura 13: Grafico da sensibilidade ao espaco de tempo do método Runge-Kutta 4%ordem.

5. ANALISE DE CUSTOS E BENEFICIOS DOS METODOS UTILIZADOS

Esta € uma andlise que compara 0s custos e os beneficios dos métodos utilizados neste estudo,
com base nos graficos apresentados no capitulo 5. No requisito custo, foi analisado o tempo de
processamento (tempo que o computador gasta para processar dados) dos programas, de cada
método utilizado, e a complexidade das equacBes. No requisito beneficio, foi analisada a eficiéncia
de cada método, em determinados passos de tempos. Abaixo uma relacdo dos métodos utilizados:

Método numérico explicito: Em célculos com espacos de tempo diminutos este método tem
precisdo refinada, apresentando um transiente bem coerente, e convergindo corretamente. Tendo
como consequente suas caracteristicas, este método € utilizado em célculos mais refinados. O
Método numérico explicito € um método de custo baixo, pois suas equacBes sdo simples e seu
tempo de processamento € relativamente curto.
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Método numérico implicito: Este método € utilizado em célculos onde os espacos de tempo séo
relativamente mais longos. Pelo fato deste conseguir corrigir Seu transiente apresentando-o com
coeréncia, e realizando a convergéncia corretamente. Quando utilizado em célculos com espacos de
tempo mais curtos, por exemplo, 0,001s, os resultados apresentam um transiente correto, mais uma
convergéncia precoce. O tempo de processamento deste método é relativamente baixo, mas as
equac0es utilizadas sustentam uma certa complexidade, o que o torna um método de médio custo.

Método semi-analitico: O método semi-analitico € bem eficaz, apresentando bons resultados
utilizando espacos de tempo curtos e longos, com transientes coerentes e com convergéncias
corretas. Porem é um método com custo alto, com equagdes complexas e um tempo de
processamento relativamente alto.

Método de Adams-Bashfort: O método de Adams-Bashfort tem as caracteristicas semelhantes
com as do método numérico explicito, com eficacia nos calculos com espagos de tempo curtos.
Porem este método tem maior precisdo em espagos de tempos médios.

O custo do método de Adams-Bashfort é médio, Por conseqiiéncia de suas equacdes, que Sao
maiores, e pelo seu tempo de processamento que é relativamente médio.

Método de Crank-Nicolson: Também conhecido como método misto, este método tem as
vantagens e desvantagens do método numérico implicito. Com grande capacidade de corrigir o
transiente quando o espago de tempo é relativamente extenso, acarretando uma convergéncia
correta. E a deficiéncia em convergir com espacos de tempo diminutos.

O meétodo misto tem custo relativamente médio, pelo fato de suas equagdes serem maiores e seu
tempo de processamento ser mais longo.

Método de Runge-Kutta (2%ordem): O método de Runge-Kuta de segunda ordem, consegue
produzir resultados coerentes para calculos com espacos de tempo relativamente pequenos e longos
também. Este é um método de médio custo, pois suas equaces sdo complexas, e seu tempo de
processamento é relativamente médio.

Método de Runge-Kutta (3%ordem): Este método tem as mesmas caracteristicas do método de 22
ordem de Runge-Kutta. Este € um método de custo alto, por conseqiéncia de suas complexas
equacOes, e seu longo tempo de processamento.

Método de Runge-Kutta (4%ordem): Quando se é utilizados pequenos espacos de tempo, este
método é de boa precisdo. Com transientes corretos e convergéncias precisas. O mesmo acontece
qguando se usa espaco de tempo relativamente maior.O método de Runge-Kutta de Quarta ordem
tem um custo alto, pois sdo varias as equaces usadas neste método, e também seu tempo de
processamento € relativamente longo.
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Abstract: In this work is study the dynamic comportment of a sphere and a cylinder in firee fall, in a
motion without rotation, unidirectional in a vertical direction, in an infinity way, in a Newtonians

fluid, in two dimensions. It was developed analytics numerical solutions of an ODE, utilizing a drag
coefficient correlation. The results are with a numerical solution of Navier-Stokes equations.
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