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Resumo: Este trabalho apresenta a modelagem numérica do comportamento dindmico de placas
retangulares finas submetidas a condi¢des gerais de carregamento em seu plano, utilizando a técnica
aproximada de Rayleigh-Ritz. Na formulacdo da técnica, consideram-se diferentes condigdes de
contorno. As respostas dindmicas sdo caracterizadas em termos de freqliéncias ¢ modos naturais de
vibragao e funcdes de resposta em freqiiéncia. Os resultados evidenciam a influéncia dos esfor¢os
de membrana nas respostas dinamicas da placa. Pela confrontacdo dos resultados com aqueles
fornecidos por andlise de elementos finitos, os resultados obtidos sdo validados. A variagdo
observada das freqiiéncias naturais em funcdo da magnitude do carregamento ¢ interpretada no
contexto de um critério dindmico para determinacdo de cargas criticas de flambagem de placas.
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1. INTRODUCAO

Diversos estudos evidenciaram que as caracteristicas dindmicas de placas podem ser fortemente
influenciadas pela distribuicdo e magnitude de esforcos de membrana normais e cisalhantes (Bailey,
1973; Smith et all, 1997; Mead, 2000). Tais efeitos devem, portanto, ser considerados em analises
numéricas destinadas a caracterizagdo do comportamento dindmico destes elementos estruturais.
Neste sentido, torna-se importante de dispor de procedimentos numéricos que permitem prever o
comportamento dindmico de placas sujeitas a esfor¢os em seu plano, situagdo que ocorre
freqlientemente na pratica.

M¢étodos numéricos (tais como a Técnica das Diferengas Finitas ou o Método dos Elementos
Finitos), geralmente baseados em uma discretizacao espacial, permitem a obten¢ao de solucdes para
as equacdes de equilibrio dinamico em um conjunto pré-selecionado de pontos do dominio (Vieira
and Rade, 2002).

Uma outra técnica que se mostra bastante adequada ao tipo de problema em questao ¢ o método
de Rayleigh-Ritz, que foi utilizado no presente trabalho, conforme procedimento detalhado na secao
a seguir. A técnica pré-define os modos de vibracdo da placa em funcdo de alguns parametros
embutidos numa combinacdo de fungdes, de forma que uma vez determinados estes parametros e
inseridos no modelo matematico, as condi¢cdes de contorno sdo satisfeitas e o sistema vibra em
equilibrio dindmico.
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2.0 METODO DE RAYLEIGH-RITZ

O método de Rayliegh-Ritz admite aproximagdes para o campo de deslocamentos transversais
em termos de combinagdes lineares de produtos de fungdes que satisfazem as condicdes de
contorno geométricas. Obtém as matrizes de inércia e rigidez a partir do desenvolvimento das
expressoes da energia cinética e de deformagdo e ao emprego do Principio Variacional de Hamilton.

Seguindo a aproximacao adotada por Bassily and Dickinson (1972), as fungdes escolhidas sio
funcdes de viga que satisfazem as condicdes de contorno geométricas da placa. Determina-se a
expressdo da energia potencial em fungdo de coeficientes de combinacdo linear, resolve-se o
sistema de equacgdes algébricas resultantes a fim de determinar estes parametros. Finalmente,
substituem-se seus valores nas combinagdes lineares das fungdes de viga, com o objetivo de obter a
solugdo do campo de deslocamento transversal da placa. A formulacdo do método ¢ apresentada a
seguir. O Principio Variacional de Hamilton ¢ expresso segundo (Géradin and Rixen, 1997):

5JZ.(T—V)dt:0, (1)

onde 7T ¢ a energia cinética ¢ V' ¢ a energia potencial da placa. Admitindo as hipoteses de Kirchhoff
para placas finas, as expressoes de ambas sdao dadas por (Géradin and Rixen, 1997):

T =l phjj[a—wjz dxdy 2)
27 yolot
ab 2 2 2. a2 2. )2
l” (Ow 0*w J 2D(1_V)61;v6v2v_(6wj .\
29% o> 0y’ Ox~ Oy 0x0y
2 2
+h ax(a—WJ +o ow +20, Owow dxdy (3)
0x "\ dy "\ ox dy

onde w(x,y) representa o campo de deslocamentos transversais, 4 ¢ a espessura da placa, p ¢ a
densidade volumétrica da placa, O, 0, e Oy, sdo as tensdes normais € a tensdo cisalhante

respectivamente (aplicadas no plano médio da placa), D = EA’ / 12(1 —l/z)é a rigidez flexional da

placa, E ¢ o modulo de elasticidade e V € o coeficiente de Poisson. A aproximagdo proposta por
Kaldas and Dickinson (1981) é:

w(xn) =34, (e ()¢, () @

m=1 n=l1

onde: @,(x) e (y) designam as fungdes de viga e A,,(¢) representam os coeficientes a serem
determinados (coordenadas generalizadas).

Impondo a condi¢do de estacionariedade da Eq. (1) com respeito as pxq coordenadas
generalizadas 4,,,, chega-se ao seguinte problema de autovalores:

([K]-A[m]){ 4} ={o} (5)

A forma geral das matrizes de rigidez e inércia sdo dadas por:
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onde: {77} ¢ vetor constituido pelos produtos de funcdes de viga @,(x) e ¢ (y), sendo que os sub-
indices x e y representam as derivadas dos elementos de {77} em relagdo a cada coordenada.

2.1 Funcoes de Viga e seus Coeficientes

Bassily and Dickinson (1972) propuseram as fungdes de viga consideradas neste trabalho, como
sendo combinacgdes lineares de funcdes trigonométricas e hiperbolicas. Para a diregdo x:

@, (x) =4, sen(é;nx) +B, cos( £mx) +C, senh( £mx) +D, cosh ( é;nx) 9)

Os coeficientes: 4,,, By, Cyny, Dy, & dependem das condi¢des de contorno da viga correspondente
aquela dire¢do, enquanto m denotam a ordem dos modos. Young (1950) fornece os valores
numéricos destes coeficientes para as seguintes combinagdes de condigdes de contorno: engastada-
engastada, engastada-livre e livre-livre. Nesta ultima condi¢dao quando =1, @,(x)=1 e quando r=2,

¢}n(x)=\/§ [1-2(x/])]. As fungdes de viga utilizadas para a condi¢do apoiada-apoiada sdo propostas
por Lurie (1952): @.(x)=sen(mix/a) e ,(y)=sen(nip/b).

2.2. Flambagem de Placas

A instabilidade por flambagem ocorre devido ao aumento da carga de compressdo ou de
cisalhamento aplicada no plano da placa. A carga critica ou de flambagem ¢ aquela que provoca o
aparecimento dos deslocamentos laterais e a instabilidade da estrutura. O carregamento transversal
ao plano da placa ndo interfere neste fenomeno.

Partindo da equacdo diferencial da deflexdo, quando a placa flamba, sob a agdo de forcas
aplicadas em seu plano médio, em coordenadas cartesianas, o0 método de Rayleigh-Ritz, admite que
as tensoes 0, O, € Oy, aplicadas no plano médio da placa dependa de um fator de carga A, ou seja:
0.=A0%, 0,=A0", e 0,=A0",. Para calcular o valor critico deste fator, encontra-se em cada caso
particular, uma fun¢do de deflexdo que satisfaz as condi¢cdes de contorno e faz com que a energia
potencial total atinja um valor estacionario [JU +W,)=0]. Substituindo a expressdo do campo de
deslocamento transversal, chega-se ao problema de autovalor:

(K], +A[K], ={4} (10)

Portanto, o menor autovalor corresponde a0 minimo carregamento que, aplicado nas bordas da
placa, provoca a flambagem.

3. SIMULACOES NUMERICAS

Modelando uma placa de policarbonato, de comprimento a (paralelo a x), largura b e espessura
h, cujas dimensdes e propriedades mecanicas do material sdo apresentadas na Tab. (1).
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Tabela 1: Dimensoes e propriedades mecanicas da placa.

A (m) b (m) h(m) | E(Nm’) v | pke/m’)
250x10 | 200x107 | 1.50x107 | 2.4x10° | 0.37 1200

Implementou-se 0 Método de Rayleigh-Ritz em ambiente MATLAB® 6.0, tendo sido possivel
manipular simbolicamente as fungdes de viga, sua diferenciacdo e integracdo, visando obter as
matrizes de inércia e rigidez.

A variagdo observada das freqiiéncias naturais em fun¢do da magnitude do carregamento ¢é
interpretada no contexto de um critério dindmico para determinacdo de cargas criticas de
flambagem da placa.

3.1. Validagao do Método de Rayleigh-Ritz

Os resultados obtidos sdo validados mediante confrontacdo com aqueles fornecidos por analise
de elementos finitos (ANSYS® 6.0). Verifica-se que os deslocamentos provocados pela aplicagio de
um carregamento transversal crescente numa placa totalmente engastada, as freqiiéncias naturais e
as funcdes de resposta em freqiiéncia, obtidos pelos métodos de Rayleigh-Ritz e de Elementos
Finitos, sdo praticamente 0os mesmos.

250 ! T ! T
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42 EF
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5 EF
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Figura 1: Comparagdo das freqiiéncias naturais e fungdes de resposta em freqiiéncia.

Para comparar as fungdes resposta em freqiiéncia, manipulam-se as expressdes que calculam
estas funcdes, retornando-as do sistema de coordenadas generalizadas ao de coordenadas fisicas

(para ¢ coordenadas instrumentadas), pelo uso da expressao: |:H (a))] (ex0) = ([K] - af[M] )_] . Entao

cXc

o vetor de deslocamentos resulta:

(@} =[7] ([x]-Ta) " [n]{7} an
onde: [/_7}2[{/7()61 _J’1)} {/7 (x2 —yz)} {/7 (xc —yc)}] e [F}:[Fl F . FC]T.

A seguir analisa-se a influéncia dos esforcos de membrana no comportamento dindmico das
seguintes placas, por meio da aplicacio de esforcos constantes: normais de compressdo e
cisalhantes. As cargas criticas das placas, ordenadas em forma crescente, encontram-se na Tab. (2).

{w
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Tabela 2: Cargas de flambagem das diferentes placas analisadas.

Placa | Nywie IN'm] | Nyerie [INNm] | Niyerie [N/m]
& | -30.9037 | -63.1810 | 1656.2333

(] -123.4987 | -216.2370 | 1838.1384
1 F -495.0436 -472.5833 | 2311.7816
—J -810.9426 -519.0033 1511.5165

As figuras seguintes ilustram a influéncia dos esfor¢cos de membrana na fungdo resposta em
freqiiéncia que corresponde ao deslocamento transversal no centro da placa, identificado como o né

3.2. Placa Engastada
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Figura 2: Modificagao da Hj, 3 devido ao acréscimo de N, e N,, 1" condigdo.
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Figura 3: Modificagdo da Hj 3 devido ao acréscimo de N,-N, e Ny, 1* condicdo.
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3.3. Placa Bi-apoiada, Livre-Livre
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Figura 4: Modificag¢do da Hj 3 devido ao acréscimo de N, e N,, 2° condicdo.
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Figura 5: Modificagdo da Hj 3 devido ao acréscimo de N,-N, € Ny, 2% condigio.

3.4. Placa Bi-engastada, Livre-Livre
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Figura 6: Modifica¢do da Hj, 3 devido ao acréscimo de N e N,, 3" condigdo.
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Figura 7: Modificagdo da Hj 3 devido ao acréscimo de N,-N, e Ny, 3% condicdo.
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3.5. Placa Apoiada
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Figura 8: Modifica¢do da Hj, 3 devido ao acréscimo de N e N,, 4* condigdo.

1e-6)

Deslocamento [dB] (ref.

- 1250%
20 e 25%
50%
A0 75%
100%

20 40 =il g0 100 120
Fregiéncia [Hz]

140

160 180

1eE)

Deslocamento [dB] (ref.

- 1250%
== 25%
0%
75%
100%

20H

a0l

20 40

50 g0 100 120
Fregiéncia [Hz]

140 160 180 200
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4. CONCLUSOES

As simulagdes numéricas mostram que as freqiiéncias naturais e as fungdes de resposta em
freqliéncia sdo alteradas com o sentido de aplicagdo dos esfor¢os normais aplicados no seu plano
médio. Cargas de compressao axial reduzem as freqiiéncias naturais (exceto as que correspondem a
modos longitudinais), enquanto que cargas de tracdo as incrementam. Existe uma notavel reducao
das freqiiéncias quando a carga varia entre 75 ¢ 100% do seu valor critico. O sentido de aplicacdo
da tens3o cisalhante tem efeito somente nos modos naturais de vibragdo e ndo nas freqiiéncias
naturais. Se a condi¢des de contorno da placa permitem que os modos de flambagem sejam iguais
aos modos naturais de vibracdo, vale a relacgao: a,;,z,p = 0412,0 (1-P/P.,i;), onde 0312,0 ¢ a freqiiéncia
natural da estrutura descarregada e aj,”,p ¢ a freqiiéncia natural da estrutura solicitada por uma carga
de compressao P, P, ¢ a carga critica de flambagem. Portanto, o carregamento de compressao que
se aproxima da carga critica anula a primeira freqiiéncia natural da estrutura.

No calculo das cargas de flambagem, observa-se que a flambagem devido ao cisalhamento nao
tem o mesmo comportamento que as das cargas normais, ou seja, cargas criticas maiores nao
ocorrem em condi¢des de contorno mais rigidas. Além disso, placas com condi¢des de contorno
simétricas em relacdo aos eixos normais apresentam cargas criticas de cisalhamento menores que
placas com condig¢des de contorno simétricas em relagdo a um dos eixos normais.

Com base nos resultados obtidos, conclui-se acerca da eficiéncia do método de modelagem na
previsdo das respostas dinamicas, além da utilidade da técnica para avaliagdo da estabilidade
estrutural.
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Abstract: This paper is devoted to a modeling procedure of the dynamic behavior of thin
rectangular plates subjected to the general in-plane loads, using the Rayleigh-Ritz approach.
According to this technique, some boundary conditions are considered so that dynamic responses of
the system, such as natural frequencies, mode shapes and frequency response functions can be
characterized, showing the effect of the membrane forces on the dynamic responses of plates. The
results obtained by finite element analysis could be compared with those obtained by numerical
simulations. Good agreement is achieved. The variation observed of the natural frequencies in
terms of the magnitude of the load is interpreted in the context of a dynamic criterion for
determination of critical buckling loads of plates.

Keywords: membrane forces, Rayleigh-Ritz approach, buckling of plates, dynamic responses.



