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Resumo: O objetivo deste trabalho ¢ maximizar o volume do espaco de trabalho de robds
mani puladores com trés juntas rotacionais (3R), considerando as caracteristicas do seu espaco de
trabalho. A forma deste espaco de trabalho depende da arquitetura e das dimensses dos membros
do robé. Assm, os parametros que definem estas dimensses devem ser determinados para que o
volume maximo sgja obtido. O conhecimento correto da fronteira do espago de trabalho, que ¢ uma
envoltoria ou parte dela, permite exatid@o no cdlculo do volume deste espaco de trabalho, sendo de
grande importdncia por causa do impacto sobre o projeto do manipulador, o posicionamento do
manipulador no ambiente de trabalho e a destreza do mesmo. Muitas vezes, o espago de trabalho
pode conter buracos (holes) e vazios (voids), que sio regises nao atingiveis pelo efetuador do
manipulador. A presen¢a de vazos e singularidades acrescenta grandes dificuldades a formulagao
algébrica de um model o matematico preciso para o cdlculo do volume do espago de trabalho. Neste
trabalho ¢ formulado um problema de otimizagdo que visa maximizar 0 espago de trabalho do
robo, obtendo-se assm as dimensses Jtimas do robs. Assm, propoe-se uma fung¢ao objetivo que
maximiza este volume e restrigoes para obter as dimensoes do manipulador dentro de valores
praticos. Restrigoes adicionais si@o impostas a fim de minimizar o vazio e controlar a drea total em
relacao a darea do retangulo dado pelos limites do espaco de trabalho. Para a solugdo do problema
de otimizagdo sio aplicadas técnicas seguienciais. Um exemplo numérico ¢ apresentado para
validar a metodologia proposta.

Palavras-chave: robdtica, projeto de manipulador, espaco de trabalho, otimizagdo, envoltoria.
1. INTRODUCAO

O espago de trabalho de um manipulador ¢ definido como sendo o conjunto de todos os pontos
possiveis de serem atingidos pelo ponto de referéncia H situado no efetuador (Gupta and Roth,
1982). Este espaco de trabalho ¢ uma caracteristica fundamental a ser considerada no projeto de
robés manipuladores, pois influi no projeto dimensional, no posicionamento do manipulador no
ambiente de trabalho e na sua destreza para executar tarefas. Sendo assim, o calculo exato do
espaco de trabalho é de grande importancia.

Neste trabalho ¢ desenvolvida uma formulagao agébrica para o calculo do volume do espaco de
trabalho de manipuladores com trés juntas de revolugao (3R), a partir do conhecimento de sus
fronteira. O espaco de trabalho pode apresentar buracos ou vazios, que sio formados por pontos nao
atingiveis pelo efetuador e, além disso, apresentar descontinuidades (“quebras”) na geragao dos
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pontos que compdoem a sua fronteira. Estes problemas acrescentam grandes dificuldades ne
formulagao algébrica do modelo matematico, mas foram considerados no modelo estudado.

Diversos estudos tém investigado as propriedades do espaco de trabalho de cadeias roboticas
abertas visando determinar as caracteristicas geométricas e cinematicas, bem como deduzir
algoritmos de analise e sintese para projetos. Uma formulagao andlitica para a determinagao do
espaco de trabalho para manipuladores foi proposta por (Ceccarelli, 1989 e 1996). Abdel-Malek and
Y eh (1997) apresentaram uma formulacao analitica para obter a fronteira do espago de trabalho para
mecanismos de trés graus de liberdade (3-gdl) em geral.

Mais recentemente, Abdel-Malek et a (2000) introduziram uma formulagdo genérica para a
determinacdo de vazios no espaco de trabalho de um manipulador serial. Wenger (2000) mostrou
como levar em conta, na fase de projeto, a possibilidade de um manipulador executar movimentos
através da variagao de posturas nao-singulares. Também foram feitos estudos sobre o surgimento de
singularidades no espaco de trabalho. Para uma revisiao bibliografica mais detalhada sobre o assunto
sa0 recomendados Lanni et al (2001) e Saramago et a (2002).

Neste artigo o problema de otimizagao ¢ formulado com o intuito de obter o volume de trabalho
maximo, mantendo as dimensdes do robd dentro de uma faixa limitada. Assim, a fun¢ao objetivo ¢
o volume do espaco de trabalho, sujeitaarestricdes que controlam o espaco de trabalho, obrigando-
0 a ocupar uma determinada porgao da regiao de trabalho. Foram incluidas restri¢oes laterais para
obter as dimensdes do manipulador dentro de valores praticos.

O problema de otimizagao ¢ investigado usando técnicas seqiienciais de minimizagao (Bazarra
et al, 1993). Fez-se uso do codigo computacional DOT (design optimization tools), desenvolvido
por Vanderplaats (1995). A metodologia ¢ testada por meio de um exemplo numérico, confirmando
aeficiéncia do uso da formulagao algébrica para o espaco de trabalho.

2. ESPACO DE TRABALHO DE ROBOS MANIPULADORES 3R

Um esguema cinematico de robés manipuladores 3R ¢ exibido na Fig (1). A cada junta e a base
do robo esta associado um sistema de referéncia.

Zy g Z1 ' b4 Z2 //Gz

MX i N
o aSe

(=5

Figura 1: Esquema Cinematico de robés manipuladores 3R.

Utilizando o método de Denavit-Hartenberg (Alves, 1988), a matriz de transformagao
homogeénea, T/ ,, que representa o sistema X;Y;Z; em relagdo ao sitema Xi.1Yi.1Z.1, parai=1, 2, 3,
assume 0 seguinte aspecto

T', =Rot(a,, X,.,) Trang(a,_,,0,0) Trang(0,0,d. ) Rot(q,, Z, )

é Cuq; - 0 g, U
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onde a, =a, =0, d, =0, Sy, =senq,, Cq, =cosq,, 2, =sena,, Ca, =cosa,, parai=1,2,3.

As coordenadas de um ponto situado na extremidade do robd manipulador, usualmente
escolhido como sendo o centro do efetuador, ou a ponta de um dedo ou ainda o fim do proprio
manipulador e representado, em coordenadas homogéneas, por Hz=[az 0 0 1]', comaz? O,
podem ser estimadas em relagao a base do robo por intermédio darelagao

Ho=[HX HY HZ 4] =TIT2T2H,. @)

Assim, variando-se os angulos i, g2 € g3 sobre seus intervalos de defini¢ao, obtém-se a seguinte
representagao vetorial do espago de trabalho

éHlx qu' Hly Sqll;I éxu
é u é.u
éHlx Sql + Hly qu[]: éy[]

H. =T'H, =€ U , 3
0 0 1 ? le l:Iézl'J ()
e u éu
e 1 g &la
onde

: Hf=H;Ca,- H) S, +a, ]_H§=a3Cq3+a2
,'Hly=HZXSQZCaZ+H1qu1Ca1+H§Sa1+dZSal ; I’szzassqscaz"'dssaz (4)
} le ='H;312sa1' szcqzsal"'szcal"'dzcal } sz ='a33]38a2+dsca2

O espago de trabalho de robos com estrutura 3R pode ser expresso em coordenadas cilindricas,
bastando para isso escrever o ponto Hp nestas coordenadas. Obtém-se assim, as equagoes
paramétricas (de parametros g, e gs)

re=(Haf + (He =(Hica, - mysa,) +(Hisa, + rca,) = (a:) +(Hif

i )
fz=H/

Usando as Egs. (4) e (5), obtém-se

r2 422 =(H3] +(H)) +af +(H; +d,] +2a,(H} Ca, - HY S0,) (6)

e, pela metodologia matematica, admitindo que a, * 0 e sena, ' 0, multiplicando a segunda
equacao das Egs. (5) por 2a, /sena, e usando a Eq. (4), resulta

23, S 2a1(H2Z +d2)cosal

=-2a\H;seng, +H; co 7
— — a, (H3 senq, +HJ cosa, ) ™

Finalmente, elevando ao quadrado, membro a membro, as Egs. (6) e (7) e somando as equagdes
resultantes, obtém-se a seguinte equagao

2+22- Al +[cz+DF +B=0. (8)

Os coeficientes A, B, C e D na Eq. (8) sao chamados coeficientes estruturais do manipulador €
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dependem dos parametros de Denavit e Hartenberg a, ap, as, dz, ds, a1, aze gz na seguinte forma

1A=a’+a+a’+d}+d] +2a,a,cosq, +2d,d,cosa, - 2d, a, senq, sena, ;

|
I B=- 4a12 [(8.3 €0, +a2)2 +(agsenq3cosa2 +d3 Senaz)2 ];
|

%C = 23, , ©)
I sena,

i

Ip=. 2a1(' a; eng; sena, +dscosa2+d2)cosal |

f sena,

A Eg. (8) representa a equagao do lugar geométrico descrito pelo ponto Hz no semi-plano radial
de referéncia 0. Ela pode ser pensada como sendo a equagao de uma familia de curvas planas
f(r, z, g3) = 0, no plano rz, de parametroq,. Assm, a expressio analitica da fronteira do espago de
trabalho pode ser obtida como a envoltéria desta familia de curvas (Bruce and Giblin, 1992), ou
sgja, 0 conjunto dos pontos (r, 2) que satisfazem o sistema de equagoes

: f(r,z,q3):[r2+zz- A]2+[Cz+ D]’ +B=0
i qf

770,

(10)

(r,z9,)=-[r?+2*- A|[E+[Cz+D] G+ F=0

ondeE=9A/90qs, 2F=9B/Ygs e G=1D/ 10s.

Admitindo que o Jacobiano entre f e If / Y1gs ¢ ndo nulo, ¢ possivel mostra que a envoltoéria pode
ser parametrizada pelo parametro gs e que ela é regular se, e somente se, 1°f /s 0, conforme
estudado em Bergamaschi et al (2003).

As coordenadas radial r e axia z dos pontos da fronteira do espago de trabalho sio dadas como
a solugdo do sistema (10), supondo que sena, * 0,C* 0 e E! 0. Apds agumas manipulacdes,
conforme desenvolvido por Ceccarelli (1996), conclui-se que as equagdes paramétricas da
envoltéria sao

Z=

) _ 2 2 2 2
FGx\-EBE*+G)+F] D r:\/MJ,A- 22 (1)
c(ez+c?) c £

e cujo parametro ¢ gs. O angulo gz ¢ o angulo da junta no sistema de referéncia 3 e ele ¢ a variavel
cinematica para a determinagao do espaco de trabalho.

Geralmente, a referida envoltoria ¢ composta por duas curvas fechadas, uma interna e a outra
externa, chamadas de fronteira interna e fronteira externa, respectivamente.

3. CALCULO DO VOLUME DO ESPACO DE TRABALHO

O espago de trabalho de manipuladores 3R ¢ um solido de revolugao, tendo Z; como 0 Seu eixo
de revolugao, representado na Fig. 2 (). Entdao, o volume V deste espago de trabalho pode ser
calculado, segundo o Teorema de Pappus-Gudin, através da expressio

V=2prgArea, (12)

onde rg e Area sao, respectivamente, o baricentro e a area da se¢ao radial do espago de trabalho,
dada em um plano rz. A fronteira desta secao ¢ a envoltoria formada pelos pares de pontos (r, 2),
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onde as expressdes der e z sio dadas na Eq. (11).

L area 4
N
Fronteiras
da i)
Secao Radial
=i+l _ i
L . !
tipo anel ‘
wly i T
r
@ (b)

Figura 2: Um esgquema para avaliagdo do espago de trabalho de manipuladores 3R:
(a) calculo do volume; (b) calculo da area através dos pontos da fronteira.

A area Area da segdo plana do espago de trabalho é obtida como

gl e
Area= Ay - Ao A\ext:a Aty ; A\/azioza Aty (13)
k=1

=1

At = [r(i+2)+ r(i)]2[z(i +1) - z(i)] (14)

onde N ¢ o nimero total de pontos da curva externa da envoltoria, M ¢ o namero total de pontos na
fronteira do vazio tipo anel, Aex ¢ a area dentro da curva externa, Avazo € a area dentro do vazio tipo
anel (se 0 vazio nao existe, Avazo = 0) € At; é a area do trapézio representado na Fig. 2 (b). Vazios
SA0 regioes interiores ao espago de trabalho nao atingivels pelo efetuador (Y ang and Lee, 1983).

A coordenadargy do baricentro pode ser dada por

é :»\l:(rgtj Atj)' étﬂ:-ll(rgtk Atk)
My = : (15)
Area
onde
- 2 - 2 - -
(= r() +r@i+D°+r(@)r(+2 (16)

o ri) +r(i+D]

3. FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO
O problema de otimizagao ¢ formulado com o intuito de obter as dimensdes 6timas do robo,

visando a maximizagao do volume do espaco de trabalho, V. O problema de otimizagao ¢, entao,

definido como

maxf =V (17)

sujeito a



13° POSMEC. FEMEC/UFU, Uberlandia-MG, 2003

minr3 minr,; maxr£maxr,; mnz3minz,;, maxz£maxz,, (18)
Acso EK A, (0<K <) (19)
Carea0Of£ Area (0<C<)) (20)

onde areal=(maxr - minr)(maxz- minz)
X' £X £ X! (21)

O vetor das variaveis de projeto é dado por X= [as, @, as, db, d3, a1, @], X'e X" representam os
limites inferiores e superiores, respectivamente. O problema de otimizagao esta sujeito a limites do
espaco de trabalho, pré-estabelecidos, representados pelas restricdes (18). A restricao dada pela
Eq.(19) controla o tamanho do vazio em relagio a area da curva externa. O objetivo ¢ fazer com que
0 vazio sgja 0 menor possivel. A restrigao dada pela Eq. (20) controla a area total em relacao a area
do retangulo dado pelos limites do espago de trabalho. Aqui, 0 objetivo é fazer com que a area e,
consegiientemente, 0 volume ocupe 0 maior espago possivel.

5. APLICACOESNUMERICAS
A fim de verificar a validade do procedimento de otimizagdo aqui proposto, ¢ exibido um

exemplo numérico. As dimensdes do manipulador sio controladas pelas restrigoes laterais. O
problema de otimizagio foi escrito como:

minf =-V (22)
sujeito a
g@®=- mnz£0 7 9(2)=- minr £0

i
: g(3) =maxr- 6 £0 ;g4 =maxz- 6£0 (23)
} g(5) = A, - 04A,, £0 ; g(6)=(0.6)36 - Area£0

01<a <3.0 ; 01<d;<30 ; 0.l<a,<15708. (24)

Particularmente, nas restrigdes g foram usados os seguintes valores. min ro = 0.0, max ro = 6.0,
minz, = 0.0, max zp=6.0,K=0.4eC=0.6.

r r
(a) (b)
Figura3: (a) Suposi¢ao inicial parao exemplo; (b) Projeto 6timo
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No exemplo, os parametros de projeto iniciaissio: a3 =0.3, a,=10, az=0.5 d,=1.0,
d3=1.0, a;=60° e a,=30° que correspondem a um volume inicial de 22.383 uv. e as restri¢des
impostas tém os seguintes valores: g(1) = - 0.68, ¢g(2) =-3.38, g(3) =0.52, g(4) =- 3.70,
g(5) =-0.63 e g(6) =20.03.

Os parametros 6timos de projeto para este exemplo si0: a3 = 1.72, a;= 1.02, ag= 2.26, d, = 2.99,
d3=236, a;= 18.27° e a, = 85.69° e o volume fina ¢ 521.727 uv., que corresponde a um
aumento de aproximadamente 2231%. A envoltoria 6tima esta ilustrada na Fig. 3 (b). Todas as
restricoes foram obedecidas, pois. g(1) = - 0.16e-02, ¢g(2) =- 0.16e-02, ¢(3) = - 0.19e-05,
g(4) =-0.58e-01, g(5)=-10.90 e g(6) =-5.64.

Além disso, pode-se observar que a secao transversal ocupa quase todo 0 espago pré-
estabelecido (0 <r, z< 6), aproximando do maximo valor possivel para a area.

6. CONCLUSOES

Fazendo uso das caracteristicas do espago de trabalho e das dimensdes do robo, o projeto 6timo
de um manipulador 3R foi formulado como um problema de otimizagdo cujo objetivo ¢ maximizar
0 volume do espaco de trabalho. Restricdes foram impostas ao problema para delimitar os limites
desgjados da regiao a ser alcangada, minimizar os vazios e obter as dimensdes do rob6 de acordo
com valores praticos.

No processo de otimizagao foram aplicadas técnicas seqiienciais. A eficacia com a utilizagao de
uma adequada formulagdo para 0 espaco de trabalho, com a intencdo de obter um algoritmo
eficiente, pode ser verificada através de exemplos, sendo que um aqui ¢ apresentado.
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Abstract: The objective of this work is the maximization of the workspace volume of manipulators
robots with three revolute joint (3R), considering the characteristics of its workspace. The form of
this workspace depends on the architecture and of the dimensions of the members of the robot.
Thus, the parameters that define these dimensions should be determined so that the maximurnr
volume is obtained. The correct knowedge of the workspace boundary, which is an envelope or
part of her, allows accuracy in the calculation of the volume of this workspace, being of great
importance because of its influence on the manipulator design, the manipulator position in the work
environment and the dexterity of the same. Often, the workspace can contain holes and voids, which
are areas didn't reach for the efetuador. The presence of voids and singularities add high
difficulties in the algebraic formulation of a correct mathematical model for the calculus of the
workspace volume. In this work is formulated an optimization problem that seeks the maximization
the workspace, obtaining the optimal dimensions of the robot. Thus, for the maximization of the
volume is proposed an objective function and constraints to obtain manipulator dimensions within
practical values. Additional constraints are imposed in order to minimize the voids and to control
the total area in relation to the area of the rectangle given for the limits of the workspace. For the
solution of the optimization problem are applied sequential minimization techniques. A numerical
example is presented to validate the proposal methodology.

Keywords: robotic, manipulator design, workspace, optimization, envelope.
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