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Resumo: Este trabalho tem por objetivo apresentar o desenvolvimento de uma formulagdo
Lagrangeana para a modelagem do comportamento dindamico de mecanismos flexiveis planos
dotados de amortecimento viscoelastico, levando em consideracdo as restri¢oes cinematicas
através da técnica dos Multiplicadores de Lagrange. Para a caracteriza¢do das deformagoes dos
corpos elasticos é utilizado o Método de Elementos Finitos com base na teoria de vigas de Euler-
Bernoulli. Como foco principal do trabalho, é feita a inclusdo do comportamento viscoelastico de
acordo com o modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM), que baseia-se na introdugdo de
variaveis dissipativas internas.
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1. INTRODUCAO

A pesquisa na area de dindmica de sistemas de multicorpos tem sido motivada pelo crescente
interesse no projeto e simulacdo do comportamento de estruturas mecanicas industriais, tais como
mecanismos geradores/transformadores de movimento, veiculos aeroespaciais e robds (Shigley and
Uicker Jr., 1980). Neste contexto, tais sistemas sao entendidos como sistemas mecanicos
constituidos por conjuntos de componentes rigidos e/ou flexiveis interconectados (Beer and
Johston, 1996). Na maioria das vezes, os movimentos destes componentes sdo cinematicamente
restringidos devido a existéncia de diferentes tipos de juntas, sendo caracterizados por grandes
deslocamentos lineares e altas rotagdes. Com o intuito de se criar sistemas mais leves e precisos que
estejam sendo operados a altas velocidades, énfase tem sido dada a caracterizagdo dos efeitos da
flexibilidade de seus componentes sobre o comportamento dindmico do sistema. Nestes casos,
técnicas de discretizacdo, tais como o Método de Elementos Finitos (MEF), t€ém sido empregadas
(Shabana, 1998; Damilano, 1993) Em numerosas situagdes, as oscilagdes elasticas do mecanismo
devem ser controladas passiva ou ativamente, de modo a minimizar o desgaste, a emissao de ruido e
a transmissdo de vibracdes transmitidas (Shabana, 1997). Dentre as estratégias de amortecimento
passivo, destaca-se, por sua simplicidade de implementacdo e eficiéncia, o uso de materiais
dissipadores de energia, tais como os materiais viscoeldsticos (Chen and Levy, 1999). Neste
contexto, este trabalho visa apresentar o desenvolvimento de uma formulacdo Lagrangeana para a
modelagem do comportamento dindmico de sistemas de multicorpos, aplicados a mecanismos
planos de cadeia fechada, restringidos cinematicamente. As deformacdes dos corpos elasticos sdo
caracterizadas pelo MEF, com base na teoria de vigas de Euler-Bernoulli (Santos, 2001). O modelo
de Golla-Hughes-McTavish (GHM) ¢ usado para a representacdo do efeito de amortecimento
viscoelastico no sistema (Lima, 2003).
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2. CINEMATICA DO CORPO FLEXIVEL
2.1 Sistemas de Coordenadas

No estudo de corpos rigidos os deslocamentos internos ndo sdo considerados, possibilitando
com isso, a descricdo da posi¢do absoluta de qualquer ponto do corpo em fun¢do de sua posicao
local e das coordenadas de translacdo e rotacdo absolutas de um unico sistema referencial, que se
encontra rigidamente fixado ao corpo (Mabie and Ocvirk, 1967). Por outro lado, para corpos
elasticos, a deformagdo ¢ considerada, sendo necessario caracterizar os deslocamentos entre pontos
do corpo com o auxilio de sistemas de coordenadas adicionais (Ferreira, 1997). Neste trabalho sdo
usados quatro referenciais, como mostra a Fig. (1):
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Figura 1: Posi¢do de um ponto arbitrario do elemento j, no corpo i.

Na discretizagdo pelo MEF, um elemento j do corpo flexivel i, no sistema de multicorpos
apresentara o Sistema de Coordenadas Global (SCG), que ¢ fixo, e os flutuantes, que sdo: do corpo
(SCC), do elemento (SCE) e um sistema intermedidrio do elemento (SICE), que ¢ paralelo ao SCE.

Assim, o conjunto de coordenadas generalizadas do elemento j no corpo i, pode ser escrito da
seguinte forma (Shabana, 1998):

e’ =ej+e (1)

onde el} sdo as coordenadas eldsticas de j e € representa as coordenadas nodais em seu estado
indeformado. Portanto, o campo de deslocamento do elemento considerado, no SICE, ¢ definido por

w  onde:
i _Qlieal
w! =S"e/ )

sendo SY ¢ a matriz de fungoes de forma para o elemento j. Para um elemento de viga, segundo a
teoria de Euler-Bernoulli a matriz de forma do elemento pode ser dada por:

Slj{l—g 0 0 3 0 0 }

0 1-32+28° HE-282+8) 0 31-280 (E-&Y) ®
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onde & ¢ a razdo adimensional entre a coordenada axial do ponto, na configuragdo nao-deformada
do elemento e 7, que é o comprimento do elemento ;.

A orientacdo do SCE com relagdo ao SCC ¢ definida pela matriz de transformagao Cij, que ¢é
representada por:

cosf? —senp’

C’ = ) g
senfB/  cos B’

4)

onde 3¢ o angulo de orientacio do elemento, entre os sistemas SICE e SCC.

. - : ~
A matriz de rotagdo C” é empregada para definir o campo de deslocamentos em relagio ao
sistema de coordenadas do corpo, isto ¢é:

u’/ =C/w? (5)

1

As condigdes de compatibilidade entre os elementos do corpo sdao simplificadas se as
coordenadas nodais forem expressas com relagdo ao SCC, ou seja:

e/ =C¢’, (6)
onde:
i i
_Tel o o cos [ ) sen,B” 0
©= 01 il C/ =|-senpB? cosp’ 0 7)
: 0 0 1
Com isso, pode-se escrever:
u’ =N'q;, 8)

onde N/ =CVS/CV e q” representa o vetor de coordenadas nodais generalizadas de j, no corpo i.
2.2 Condicoes de Conectividade e Referéncia

O vetor de coordenadas generalizadas q” , do elemento j, situado no corpo i, pode ser escrito da
seguinte forma no SCC:

7 =B/q,,, )

onde B{ ¢ uma matriz de transformagdo Booleana constante, cuja utilidade ¢ a conectividade entre
dois elementos do corpo. Logo, o campo de deslocamentos, em relagao ao SCC, ficara:

u’ =N’q],, (10)
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sendo NV =CYSYC"BY .
Por outro lado, devem ser impostas condigdes de referéncias para o corpo considerado,
objetivando a eliminagdo dos modos de corpo rigido (Ferreira, 1997). Na formulag¢do apresentada

este procedimento ¢ feito pela introducdo de uma matriz de transformagﬁoB"z, que expressa o

bloqueio de alguns graus de liberdade do contorno, sendo incluida no equacionamento da seguinte
maneira:

4, =90 +q; =qq +Bq’,, (11)

Com isso, o campo de deslocamentos assume a seguinte forma:

u’ =N’(qy +Bq’)) (12)

T
. . i iT T . ~
Introduzindo as coordenadas de referéncia ¢, = [R’ 0 } , que descrevem a localizacao

da origem O', bem como a orienta¢do do corpo de referéncia, define-se a posi¢do de um ponto
arbitrario situado no elemento j, do corpo i, por:

r’ =R'+A'u’, (13)

em que A’ é a matriz de rotagdo de transformagdo de coordenadas do corpo para o referencial
global; sendo assim, a Eq. (13) pode ser descrita por:

r/ =R! +AiNy(qf) +B;q}) (14)
3. MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ ELEMENTARES

A velocidade para um ponto arbitrario P é obtida pela diferencia¢do da Eq. (14) em relagdo ao
tempo:

i =R’ + AN’ (q) + By, + A'NVB} | (15
Usando o fato de que A’ =6’ Aie , pode-se reescrever a Eq. (15):

Ri
l"ij=[l A;Nijq; AiNijBé]- 9! (16)

qr

3.1 Matriz de Massa Elementar

A energia cinética para o elemento j, ¢ dada por:

i :% jpiil'.ijTl-.ijdVii a7
Vl
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Assim, a Eq. (17) podera ser expressa da seguinte maneira:

g1 T i

onde MY ¢ a matriz de inércia elementar, dada por:

ij i ij

Mpp Mpy Mpe

j _ i ij
M” = My, My (19)

~ i
sim. m’,
O detalhamento das submatrizes figurando em (19) pode ser encontradas em Shabana ,1998.

3.2 Matriz de Rigidez Elementar

O trabalho virtual realizado pelas forgas eldsticas para o elemento j ¢ dado por:

oWl = —ja"f'T&"de"f, (20)

v
onde o’ e £’ sdo, respectivamente, os vetores de fensdo e deformagdo do elemento j. Utilizando a

equacdo constitutiva e escrevendo a deformagdo em fung¢do do campo de deslocamentos, tem-se as
seguintes relagdes: o’ =E"s" e ¢/ =DYCYS'C"B{B5q’;, onde E”¢ a matriz de coeficientes

elasticos e DY é um operador diferencial. Assim, pode-se escrever:
Wi =—q Tkij i
s =4y ff&l f (21)
Portanto, a matriz de rigidez elementar serd dada por:

0 0 0
K’=10 0 0 22)
i
0 0 kﬂ-
A submatriz k% encontrada em (21), ¢ detalhada por Shabana ,1998.

3.3 Matriz de Amortecimento Viscoso

A matriz de amortecimento elementar C? sera admitida proporcional as matrizes de massa e

rigidez e sera expressa por:
C) =M’ + 1, K", (23)

onde e u, sdo os coeficientes de proporcionalidade chamados de numeros de Rayleigh.
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3.4 Vetores de Forcas Externas Generalizadas
Os vetores de forcas externas e de velocidades quadraticas também podem obtidos pela

aplicacdo da definicdo do trabalho virtual e, decompostos em funcdo das coordenadas
generalizadas de translagdo, rotacdo e elasticas, conforme podem ser vistos a seguir:

i _ ij ij ij i _ ij ij ij
Q' =[oef Q) Q] e vi=lovi vi Qv 9
No que se segue, serd omitido o indice j para as matrizes de massa, rigidez e amortecimento,
bem como para os vetores de forgas externas, uma vez que a formulacao para o corpo i € consistente
com as equacdes elementares apresentadas até este ponto.
3.5 Restricoes Cinematicas
As restrigdes cinemadticas sdo expressas por equacgdes algébricas ndo lineares, que dependem das

coordenadas generalizadas do corpo e, eventualmente, do tempo, e sdo escritas sob a seguinte forma
vetorial:

d(q,1)=0 (25)

A derivada do vetor @, em relagdo as coordenadas generalizadas ¢ representada pela matriz @,

e ¢ conhecida como matriz jacobiana de restricdo e serd introduzida no equacionamento da
dindmica dos sistemas de multicorpos.

4. EQUACOES DO MOVIMENTO

O trabalho virtual das forgas que atuam no corpo i é dado por: W' = W + W, , onde W, é

devido as forcas elasticas e oW, ¢ resultante das forgas externas que estdo sendo aplicadas em i.
Estas expressdes podem ser dadas por:

. T . . T . . . T .
5Wl :Ql &ll; S{ :_ql Klé’(ll; 5Wel :Qel &ll, (26)
onde Q' ¢ o vetor de forgas generalizadas associadas as coordenadas do corpo i. Assim:

Q' =-K'q' +Qe’ 27)

As Equagoes de Lagrange, para o corpo i, no sistema de multicorpos sdo dadas por:

\T .
d|oT oT"

+®,A=Q", (28)

em que A ¢ o vetor dos Multiplicadores de Lagrange. Logo, teremos:

MG +K'q' +q>§/1 =Qe' +QV’ (29)
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A matriz de amortecimento viscoso ¢ incorporada no modelo descrito pela Eq. (29), que pode
ser escrito da seguinte forma:

iy Qi i T i i
M'q' +Cq +K'q'+ P A=Qe +Qv’', (30)
que sdo as equagdes do movimento para o sistema amortecido (Shabana, 1998).

5. INCLUSAO DO EFEITO VISCOELASTICO NA FORMULACAO

A matriz de rigidez pode ser fatorada da seguinte forma: K' = E'(s)K', onde E'(s) ¢ a funcdo
modulo do material viscoeléstico, que ¢ uma funcdo complexa que traduz a dependéncia da rigidez
e do amortecimento em relacdo a freqiiéncia (Chen and Levy, 1999).

Para o modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM), a fungao médulo ¢ representada por:

Ng

E'(s)=E} 1+Za,. .

2
= 5T+ 25,05+ 0

s*+2¢,0,5

1)

onde: E'p é modulo estatico do material; «;, ¢; € ®,;s3o parametros reais especificos do material
viscoelastico e N € o numero de coordenadas dissipativas do sistema (Lima, 2003). Escrevendo o

somatorio da Eq. (31) numa forma simplificada, temos:
E'(s)=Ei(1+E) (32)
Substituindo a Eq. (32) na Eq. (30), teremos:
Mg +Clq + EjK'q + ELE'R g + 07 1= Qe +QV', (33)
Fazendo K(v)i = ERK', obtém-se:
Mi§ +Clq' +K'q' +E'K"q' + D/ 1=Qe’ +Qv', (34)

No modelo GHM, as coordenadas dissipativas estdo relacionadas as variaveis eléasticas através
da equacao:

. 2 .
q¢'(s)= { @i J-q’ (35)

s2 +2¢,0,5 + o}

Com isso, a Eq. (34) podera ser escrita da seguinte forma:
MG +Clg' +K) (1+a,)q' ~K) a,qf (s)+ DL A= Qe +Qv', (36)

Fazendo a substituig¢do Kf’l = KSI (1+«;) tém-se:
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Mg +Clq' +K*'q' —a, K" q (5)+ D 1= Qe + Qv

Passando a Eq. (37) para o dominio de Laplace escreve-se:

(s>M' +5C. +K*)q' - K" q% + @7 1=Qe' +QV’

Combinando as Egs. (35) e (38) e retornando ao dominio do tempo chega-se ao sistema:
M +Cq' +K?'q' —a,K? q% (5)+ D/ 1= Qe +QV’

1

a. i i A.C: - _oi. i i i i
—K§; +2—Cf’ K)q' +aKVq” -2 K)q' =0

1 1
O sistema acima pode ser escrito na seguinte forma matricial:

Mgqg +Ceqg +Kgqg =Fg,

onde:
M0 0 | Ked 0 0 |
0! i
K, 20,6, K?
0 o 0 0 lwl 0
_ 1 _ 1
MG - 0 0 :CG - 0 0
0 o
0 0 aNGZKV 0 2aNG gNGKv
i ol 0! Oi_ - . . - B
K, —aK, - —ay K| (Qe' +Qv' —d )"
ir i T
—a,K° K% 0 0 :
KG = al v al v ) ’FG = ’qG =
0 . 0
iT i T
__aNGKe ttt 0 aNGKS i - 0 - L

(37)

(38)

(39)

(40)

GiT
Ne |

A Eq. (40) representa o sistema equagdes do movimento para um modelo de multicorpos, com

componentes flexiveis, considerando-se o amortecimento viscoelastico.

6. RESOLUCAO DAS EQUACOES DO MOVIMENTO

O sistema algébrico-diferencial, formado pelas equagdes aumentadas do movimento (Eq. (40))
e pela segunda derivada das equagdes de restrigdes cinematicas (Eq. (25)), representa, na forma
matricial, o sistema de multicorpos amortecido, restringido por juntas cinematicas e ¢ dado pela

seguinte equagao:
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Mg @ _{qc}: Qe+(Qv—ccqlc—chlc)q o
G |’

o 0 A -0, - ((DquG )‘IG +2CDqG

qG

a partir do qual pode-se calcular o vetor dos multiplicadores de Lagrange, bem como o vetor de
aceleracdo generalizada para um dado conjunto de condi¢des iniciais de deslocamentos e
velocidades.

Encontrado o vetor 4, as equagdes do movimento podem ser colocadas na seguinte forma:
Mgag +Cele = Kgde +Q (42)

onde Q" = Qe+Qv—d>qTG/1. Acrescentando a equacdo M;q; =M;q;, chega-se a forma

matricial abaixo:

Mg 0 dc | | 0 Mg|lqe| |Q

|36 - 136142, (46)
Ce M¢]ldc] |"Ke 0 ]|9q¢ 0
Dada uma condi¢do inicial para o vetor [qG qG]T ¢ possivel, através de um processo de

. ~ o) . . T .
integracdo numérica, encontrar o vetor [qG qG] . Neste o caso, o algoritmo de Runge-Kutta de
quarta ordem tem sido usado com sucesso na maioria dos trabalhos encontrados na literatura.

7. CONCLUSOES

Foi desenvolvida a formulagcdo lagrangeana para a modelagem de sistemas de multicorpos
hidridos (rigidos/flexiveis), bidimensionais, de acordo com a Teoria de Viga de Euler-Bernoulli,
sujeitos a restricdes cinematicas, sendo obtidas as equacdes algébrico-diferenciais do movimento
nao lineares. Na formulagdo, buscou-se evidenciar a natureza dos sistemas de referéncia ¢ das
coordenadas generalizadas empregadas para a representacdo da posi¢ao instantanea dos corpos do
sistema. A discretizacdo dos corpos ¢ feita com o Método de Elementos Finitos, explicitando a
influéncia das coordenadas generalizadas elasticas na dindmica de multicorpos. Foi introduzido na
formulagdo o efeito viscoeldstico de amortecimento, segundo o modelo de Golla-Hughes-
McTavish, evidenciando-se que tal modelo permite obter as equacdes do movimento na forma usual
de equacdes de segunda ordem, sendo caracterizado pelo aumento da dimensdo do sistema de
equagdes do movimento, como resultado da inclusdo de vaidveis internas dissipativas. Para a
integragao das equagdes do movimento € sugerido o método de Runge-Kutta.
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Abstract: In this paper it is presented the development of a Lagrangean formulation for the modeling
of the dynamic behavior of two-dimensional flexible mechanisms featuring viscoelastic damping,
taking into account the kinematical constraints by using Lagrange multipliers. To characterize the
elastic deformations of the compliant bodies, the Finite Element Method is employed. The frequency
dependent behavior of the viscoelastic material is characterizes through the Golla-Hughes-
McTavish (GHM) model, which is based on the introduction of internal dissipative variables.

Keywords: Flexible Mechanisms, Finite Elements, Damping, Viscoelasticity.

10


mailto:mesquitav@mecanica.ufu.br
mailto:domingos@ufu.br
mailto:amglima@mecanica.ufu.br

