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Resumo: Este trabalho é dedicado ao estudo de procedimentos por elementos finitos de sistemas
incorporando materiais viscoeldstico, enfocando aspectos importantes relativo as principais
técnicas de reducdo da ordem das matrizes de elementos finitos, permitindo a realizagdo de
andlises nos dominios da freqiiéncia e do tempo. Neste contexto, serdo enfocados dois métodos de
reducdo, a saber: o método de redug¢do modal e o método do balanceamento interno modificado.
Para computar a dependéncia em freqiiéncia do comportamento do material viscoeldstico utilizado
nas simulagoes, sera utilizado o modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM). O trabalho estd
organizado da seguinte forma: comentdrios introdutorios com relagdo ao uso de modelos
viscoelasticos, bem como dos procedimentos de inclusdo nas matrizes de elementos finitos de
sistemas dindmicos, sdo apresentados. Em seguida, é realizado um estudo dos principais métodos
de reducdo de modelos. Simulacoes numéricas utilizando estruturas bidimensionais sdo
apresentados para ilustrar os procedimentos de modelagem dos métodos de redugdo.

Palavras-chave: Materiais Viscoelasticos, Modelagem por Elementos Finitos, Métodos de Redug¢do
1. INTRODUCAO

No contexto do uso de controle passivo de vibragdes mecanicas, o uso de materiais
viscoelasticos tem sido bastante utilizados como uma estratégia conveniente em um grande nimero
de aplicacdes industriais. Para modelar o comportamento dindmico de estruturas complexas
incorporando amortecimento viscoelastico, procedimentos de elementos finitos tém sido
combinados com modelos matematicos que descrevem o comportamento de dependéncia das
propriedades mecanicas de materiais viscoelasticos com relagdo a freqiiéncia de vibragao. Uma
classe importante de modelos viscoelasticos, sdo aquelas baseadas na adi¢do de variaveis internas,
também chamadas de varidveis dissipativas para representar o comportamento dinamico de
materiais viscoelasticos, como por exemplo, o modelo dos campos de deslocamentos anelésticos
(ADF), proposto por Lesieutre (1992) e o modelo de Golla-Hughes-McTavish (1985; 1993). Em
geral, a inclusdo de variaveis internas tende a aumentar o nimero de graus-de-liberdade do sistema
global de equagdes aumentada, comparada com o sistema nao-amortecido. Em conseqiiéncia, a
resolugdo numérica dessas equacdes pode requerer um grande esforco computacional. Além disso, o
aumento na dimensao dos modelos analiticos pode tornar dificil o uso de técnicas de controle ativo.
Esta desvantagem no uso desses modelos pode ser contornada pelo uso dos chamados métodos de
redu¢do de modelos, que tende a reduzir a ordem das matrizes de elementos finitos do sistema
aumentado enquanto preserva a capacidade de representar o comportamento dinamico do sistema
amortecido (Salmanoft, 1997).

Um método bastante simples, mais ainda muito utilizado ¢ o chamado método de condensacao
estatica de Guyan, no qual a reducdo ¢ feita baseada no particionamento das equacdes do
movimento em termos das coordenadas mestre e escravas. Negligenciando a inércia associada as
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coordenadas escravas, somente as coordenadas mestre sdo mantidas no modelo. Este método de
reducdo ¢ comumente empregado na redugdo de coordenadas fisicas insignificantes como
coordenadas de rotagdes, mas ndo sdo aplicados para sistemas contendo amortecimento (Yae and
Inman, 1993). Entretanto, esta técnica produz um sistema reduzido contendo coordenadas que sdao
um subconjunto das coordenadas originais do sistema (Lam, 1997).

O método do balanceamento interno, proposto por Moore (1981), ¢ derivado do sistema no
espaco de estado. A principal desvantagem deste método é que as coordenadas do sistema reduzido
ndo sdo um subconjunto das coordenadas do sistema original, produzindo um sistema com
coordenadas ndo fisicas (Salmanoff, 1997). Para contornar este problema, Yae and Inman (1993)
propuseram uma modificacdo do método do balango interno, o qual combina as vantagens desejadas
de um sistema reduzido contendo coordenadas como um subconjunto das coordenadas fisicas,
podendo ser aplicado a sistemas contendo amortecimento.

Outro método de reducdo que tem sido muito utilizado ¢ o chamado método de redugdo modal
(Trindade et. al, 2000), de acordo com qual, o sistema é expresso como uma combinacdo linear do
nimero reduzido de autovetores complexos, os quais sdo assumidos como sendo os de maior
significado para caracterizar o comportamento dindmico do sistema amortecido numa banda de
freqiiéncia de interesse.

Este trabalho enfatiza a incorporagdo do modelo viscoeldstico GHM em sistemas de elementos
finitos, bem como o uso do método do balango interno modificado ¢ o método de reducao modal
para a analise de estruturas bidimensionais, para obter as respostas do sistema em termos de fungdes
resposta em freqiiéncia, e no dominio do tempo.

2. MODELO DE GOLLA-HUGHES-McTAVISH (GHM).

O modelo GHM foi desenvolvido por Golla e Hughes (1985) e adaptado por Golla e McTavish
(1993). De acordo com este modelo, a fungdo modulo no dominio de Laplace ¢ expressa como:

G(s)=Gr[1+§aizsz+ﬂJ (1)

S 2 ost o]

onde G, ¢ o modulo estatico, o, {,», sdo os pardmetros do i mini-oscilador, ¢ N, é o nimero de
mini-osciladores. O modulo dindmico para este modelo é expresso da seguinte forma:

i=1

G, G[lzJ @)

Considere a equagdo de elementos finitos de uma estrutura contendo N graus-de-liberdade:
[M]{d}+[Dl{a}+[K]{a} = {F} 3)

onde [M]eR™N ¢ a matriz de massa (simétrica e definida positiva), [D]e R™N (simétrica e definida
ndo-negativa) ¢ a matriz de amortecimento viscoso, ¢ [K]e R™N ¢é a matriz de rigidez (simétrica e

definida ndo-negativa), {q} eR" ¢ o vetor de deslocamento ¢ {F} e RN ¢é o vetor de carregamento. E

assumido que a estrutura contenha elementos elésticos e viscoeldsticos, tal que a matriz de rigidez
pode ser decomposta como segue:

[K]=[K.J+[K,(s)] (4)

onde [K,] ¢ a matriz de rigidez correspondente a subestrutura elastica e [K, (s)] ¢ a matriz de rigidez
associada com a subestrutura viscoeldstica. A inclusdo da dependéncia em freqiiéncia do
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comportamento dindmico do material viscoelastico pode ser feita gerando-se [K,(s)] para tipos
especificos de elementos (barras, vigas, placas, etc) considerando inicialmente os modulos E(s) ¢
G(s) como sendo constantes. Através do principio da correspondéncia eldstico-viscoeldstico

(Christensen, 1982), os modulos podem ser fatorados fora da matriz de rigidez e feito dependente
da freqiliéncia de acordo com um modelo viscoelastico particular adotado. O coeficiente de Poisson
pode ser assumido como sendo independente da freqiiéncia, e dessa forma, E(s) torna-se

proporcional a G(s) pela seguinte relagdo G(s)=E(s)/2(I+v). Dessa forma, escrevendo

[K,(s)]=G(s)[K, ], as equagdes (4) e (3) podem ser combinadas para formar a seguinte expressao:

(5 [M]+s[DJ+[K, ]+ G ()[R, J)fas)} = {F()} (5)

Introduzindo a equacao (1) na equagdo (5), pode-se escrever a seguinte expressao:

(ol o)+ S o) = (o) ©

p 's2+2Cms+w
onde [KS] =G,[K, ] é a matriz de rigidez associada a subestrutura viscoelastica.

O modelo GHM pode ser representado por séries de coordenadas dissipativas
{a° (s)} (i=1....Ny ), que sdo relacionadas com as coordenadas elasticas {q} de acordo com:

i

@ O = amrr=la) (7

s* +20 o8+ o

Introduzindo a equagdo (7) na equagdo (6), apds algumas manipulagdes e retornando ao dominio
do tempo, o seguinte sistema de equacdes acopladas pode ser obtido:

{s* IM] s [P]+ [k J+ K T {a} - o[ K J{a") = {F) (8a)
s {qG}+S2Cw{q }+m{q }—mz{q}={0} (8b)

N(;
onde [K“] = [Ki’][H ZaiJ ¢ a matriz de rigidez dindmica associada a subestrutura viscoeldstica.
i=1

O sistema de equagdes (8) pode ser combinado para formar o seguinte sistema de equacdes
acopladas no dominio do tempo:

[MG]{qG}+[DG]{qG}+[KG]{qG}:{FG} )
onde {a}=[ta)" {af}" - fat,}' | R} =[BT
e KK k] - o K]
O P I I
: 0wkl [T 0w [x]]
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[D] 0 0
0 2“—19[1(‘)] 0
Q)]
[De]=| 0 0
vee —2aNGCNG 0
_ 0 0 ~ [K]

onde [M,].[Dy].[Ks]eR* e com t, =N(1+N,), [K!]=G,[K,] ¢ a matriz de rigidez estatica e
(K7 = [KS](HZN ai) ¢ a matriz de rigidez dindmica.
A inclusdo das coordenadas dissipativas para computar a dependéncia em freqiiéncia do

comportamento dindmico do sistema amortecido viscoelasticamente aumenta a ordem da equagao
diferencial do movimento tal que os graus-de-liberdade estruturais sao no minimo dobrados.

3. METODO DE REDUCAO MODAL.

Para desenvolver a formulacdo pertencente ao Método de Reducdo Modal ¢ conveniente
transformar o sistema de segunda ordem (9) numa forma equivalente de primeira ordem (modelo de
espacgo de estados) com uma equagdo de saida adicionada como segue:

() = [Al{x) +[BI(F) (10)
{v} =[Clix) (11)
onde {x}=[{a}" {a} - o) (o) fa) - fase) ] G-I [K

(] N N (N O U
] R (R I (N

(0] LI (1 RN ) R (U R 1)

<8
L
(¢]

A=) MI'[K, ] w[MI'[R] - e IMT'[R] 0] [o] - [0]
GIAIRI o] - D] 0] el - [o]
O AR ] - el [ [0 [0] - -2 0 [1]]

Uma vez que [A] ¢ uma matriz ndo-simétrica, os seguintes problemas de autovalor sdo
associados ao sistema (10):

[A[R]=[A][R,] (12)
[A]T Rl]:[A][Rl] (13)

onde [A]=diag(1) € a matriz espectral formada pelos autovalores complexos, € [R,]e [R,] sdo as

matrizes modais cujas colunas contém os autovetores de esquerda e de direita, respectivamente, os
quais sao assumidos ser normalizados de modo satisfazer:

[R]'[R,]=[1] (14)

Os autovetores de esquerda e de direita podem ser separados em autovetores estruturais, [R.], €

autovetores dissipativos [R,] do sistema amortecido, de acordo com:
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[Rf] = [[Rre] [er ]] ) [Rl] = [[Rle] [Rld]:| (15)

Em geral, os autovetores dissipativos sdo relacionados as coordenadas dissipativas e sdo sobre-
amortecidos, de modo que suas contribui¢des ao comportamento dindmico do sistema sdo pequenas.
Nestas circunstancias, eles podem ser negligenciados, e o estado original pode ser representado pela
contribui¢do dos autovetores elasticos, {x}~[T.]{x.}, (Trindade, 2000). As equacdes (10) and (11)

podem SCr eXpressas como:

(0 =[Ad{x. (O} +[Be {u (1)) (16a)
O =[G {x () (16b)

onde [A.]=[R.]'[A][R.]> [Bx]=[R.]'[B] € [Ci]=[C][R.] sdo as matrizes de estado reduzidas de

entrada e de saida do sistema viscoelastico amortecido.
4. METODO DO BALANCEAMENTO INTERNO.

O método do balanceamento interno € outro importante método de redugdo de sistemas
amortecidos. Entretanto, ele ndo garante que as coordenadas reduzidas sejam um subconjunto das
coordenadas originais do sistema. Este método ¢ baseado na controlabilidade e observabilidade de
cada estado balanceado.

De acordo com Moore (1981) o método do balanceamento interno ¢ definido de modo que os
graminianos sejam diagonais e iguais. Para o sistema expresso pelas equacdes (10) e (11), os
graminianos de controlabilidade e observabilidade, denotados por [W.] e [W,], podem ser definidos

de modo a satisfazer a equagao de estabilidade de Lyapunov (Salmanoff, 1997):

(AW, ]+[W.][A] =-[B][B] (17)
[AT [W,]+[W,][a]=-[cT [c] (18)

A decomposic¢do de Cholesky da matriz [W,] ¢ desenvolvida de acordo com a seguinte equagao:

[W]=[LL.] (19)

A transformac¢do da matriz [P] ¢ dada por:

P=[L ][U][A]" (20)
onde [A] e [U] sdo os autovalores e autovetores do problema de autovalor ([Lc][WO][LC]T).

O método do balanceamento interno e dado como:
{3} =[A]{x}+[B]{F) (21a)
h=[C]# (21b)

onde [A]=[P]"[A][P], [B]=[P]"[B], [C]=[C][P] e [%]=[P]"[x].

Pela defini¢do de um sistema internamente balanceado, os W, (P)=W, (P)=diag{c,,0,,...,0}, 08
termos o, (1,2,..,N) sdo uma medida da controlabilidade do estado i onde N ¢ o niimero total de
graus-de-liberdade no modelo de elementos finitos. Neste sentido, o sistema balanceado
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internamente (21a) pode ser particionado em estados retidos, {X.}, € espagos reduzidos, {%,}, de

acordo com os estados com grandes o, € pequenos o, :

{Hi AHHE}{F} (22)

Agora, desenvolvendo a reducdo estatica do sistema acima, a qual remove os estados

indesejados {X,} da equacdo, mas retém a contribui¢do a dindmica do sistema de acordo com os

%>

estados {%,}, o modelo reduzido ¢ obtido na seguinte forma:

(&) =[A i)+ B (R (23a)
{v}=[C )iz (23b)

o

[ —

>

5. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DE UMA VIGA TRATADA COM CAMADA
RESTRITA PASSIVA.

Nesta se¢do a formulacdo de uma viga sanduiche com 3 camadas ¢é apresentada, baseada no
desenvolvimento original de Lesieutre e Lee (1996). Este desenvolvimento ¢ incorporado em
modelos sistemas de vigas bidimensionais tratados com camadas restritas passivas. A Figura 1
ilustra um elemento de viga sanduiche com trés nés, de comprimento L e largura b (ndo
indicados), que ¢ formado por trés camadas: uma viga base, um nucleo viscoelastico e a camada
restringente. Na mesma figura, sdo também indicados, os graus-de-liberdade nodais: deslocamentos
transversais, w,, deslocamentos longitudinais, u,, e angulos de cisalhamento na camada

viscoelastica, B, (i=1,..,3). As seguintes hipoteses sdo consideradas:

a) a viga base e a camada restringente sdo supostas elasticas com deformacao de cisalhamento
transversal desprezivel. Sdo consideradas as rigidez de extensdo e rigidez de flexdo. As inércias
transversal e de rotacdo da se¢do transversal sdo incluidas.

b) para o nucleo viscoelastico, as hipodteses classicas de Euler-Bernoulli sdo aumentadas com a
inclusdo de um angulo de cisalhamento associado a tensao de cisalhamento transversal.

rz
constraining layer
h Y )B2 viscoelastic layer |¥ ) B3
R ST Uy o
W' base beam|W2'

\ L |
Figura 1 — Elemento de viga sanduiche com trés camadas

O deslocamento transversal w, € suposto ser o mesmo para todas os pontos pertencentes a uma
mesma se¢ao transversal e ¢ interpolado por um polindmio cibico em x, de acordo com:

w=w(x,t) =N (X)W(t) (25)

3 2 2 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3 , ,
onde NW(X)—{I-%+% x-%+% %% XTJF%} e {(w)}=[w, (1) wi(t) w,(t) W2(t)]T.

Os deslocamentos longitudinais u, dos pontos pertencentes ao plano médio da viga base sdao
interpolados por um polindmio quadratico em x:
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u,(x, ) = N, ()(t) (26)

3x | 2x7 4x  4xX° 2x’ _
onde N, (x)= 1TX+TX2 TX+LL %+Li e () =[u (1) u () u,(1)].

O angulo de cisalhamento do nucleo viscoelastico B ¢ interpolado consistentemente com u:
Bx, ©) = N, (0B(t) (27)

onde {E(t)} = [Bl(t) B, (t) B, (t):|T :
A energia de deformacdo levando em conta os efeitos de extensdo, flexdo e cisalhamento, ¢
dada por:

U(t):g [[[E(x2)e, +G(x.2)e, |dzdx (28)

Usando as relagdes de deformacgdo-deslocamento e levando em conta as aproximagdes (25) a
(27), o desenvolvimento da equagao (28) conduz a:

U(t)= l{q(e)}T [K(e)]{q(e)} (29)

onde {q“}=[{T} (W} {B}]T ¢ o vetor dos graus-de-liberdade nodais elementares. A matriz de

rigidez elementar pode ser expressa como segue:
(K=K ][R ]+[KE] (30)

onde [KQ][K(V)][K(()] representa, respectivamente, as contribui¢des da viga base, nucleo

viscoeldstico e camada restringente a matriz de rigidez elementar. As expressdes para estas matrizes
sdao completamente desenvolvidas por Lesieutre e Lee (1996).
A energia cinética incluindo deslocamentos longitudinal e transversal, e as rotacdes, ¢é:

b 2,
T(t)=5‘(['z[p(x,z)(w2+u2)dzdx (31)
Usando as aproximacdes (25) a (27), o desenvolvimento da equagdo (31) conduz a:
Li.enT o) f - (e
T=2(g0) M ] () (32)

onde [M“)]:[Mg)]{M(j)J{M@] representam, respectivamente, a contribui¢io da viga base,

nucleo viscoelastico e camada restringente as matrizes de massa. Comparando-se as equagdes (4) e
(30), escreve-se:

[KJ=[Ke]#[Ke]s [K]=[K]=G(s)[Ky ] (33)

onde a matriz [K, ] ¢ formada pela soma das matrizes de rigidez elementar pertencentes a viga base
e a camada restringente, resultando numa matriz constante, independente da freqiiéncia, e [K,] € a

matriz dependente da freqiiéncia relacionada ao nucleo viscoelastico. As expressdes para estas
matrizes sdo fornecidas por Lesieutre e Lee (1996).
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6 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo, sdo apresentadas simulagdes numéricas para ilustrar o uso do modelo previamente
descrito para avaliar o desempenho do amortecimento de materiais viscoelasticos e dos métodos de
reducdo aplicados a sistemas estruturais bi-dimensionais. Nestas simulagdes que seguem, foram
utilizadas as caracteristicas viscoelasticas do material comercialmente disponivel 242F01, fabricado
pela 3M™ (a 25°C, e banda frequencial de 8 a 8000 Hz). A otimizagio foi desenvolvida usando-se
Algoritmos Genéticos, com populagdes de 800 individuos, em 200 geragdes usando-se restricdes
laterais. Os valores dos parametros obtidos sdo dados na Tabela 1 (Lima et a/, 2003).

Tabela 1. Parametros do modelo viscoelastico GHM identificados para o material 3M™ 242F01.

Mini-oscillator 1 2 3 4 5 6
ad 1,047 5,524 1,589 10,330 59,999 163,130
G 3911,898 | 323,891 48,414 30,544 14,627 4,763
oy [rad/s] 4943,062 | 6577,256 | 56363,554 | 45473,430 | 8601,413 | 57841,215
G, [MPa] 0,079

A Tabela 2 apresenta os valores das propriedades fisicas e geométricas usadas no modelo de
elementos finitos, o qual foi implementado baseado na teoria apresentada na Sec¢do 5.

Tabela 2 — Ilustragao do modelo de elementos finitos, implementado para a viga com tratamento
superficial parcial.

Beam-Treated

/ b
Base-beam Viscoelastic core | Constraining layer h
v
L=05m L=05m L=05m 7 04T
b=38x10"m b =38x10"m b =38x10"m : p
hy = 45x10* m h, =20x10° m h.=5x10"m I hy,

E =70,3x10° N/m

E=70,3x10° N/m

p=1099,5 Kg/m’
v=0,5

p=2750 Kg/m® p=2750 Kg/m®

W Normalized
Wao Normalized
o
m

5 10 15 20

Internally balanced states

25 30 35

15 20 25 j=in)
Intemally balanced states

Figura 2 — Wc e Wo versus estados internamente balanceados para o conjunto de dados.
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Figura 3 — FRIs e FRFs completas e reduzidas — método do balanceamento interno
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A Figura 2 representa os graminianos internamente balanceados de controlabilidade e
observabilidade, Wc e Wo, sendo iguais e diagonais, como previsto pela teoria. A resposta no
tempo para uma excitacdo impulsiva no ponto P, e as amplitudes das fungdes de resposta em
freqliéncia do sistema completo e reduzido sdo mostradas na Figura 3. Ambas a resposta impulsiva
(completa e reduzida) aparecem como esperado, onde as oscilagcdes sdo inicialmente grandes, mas
decrescem exponencialmente, levando a concluir que o método do balanceamento interno ¢ um
método de reducdo viavel para sistemas contendo amortecimento viscoelastico, bem como na
previsdo das respostas, como pode ser visto nas amplitudes das FRFs.

— Full — Full
— -~ Reduced B0k — - Reduced H

0.z

015 —— Difference

0.1

=le-b

0.05

Displacerment

o HHH

Arnplitude [dB] - ref.

-0.05H

01 H

v

W

I I L L I L L I I

1] 0s 1 15 2 28 3 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Time [s] Frequency [Hz]

-0.18 L L L L L -10

Figura 4 — FRIs e FRFs completas e reduzidas — método de redu¢do modal

A Figura 4 mostra a resposta no tempo para uma excitagdo impulsiva no ponto P, e as
amplitudes das fungdes de resposta em freqliéncia da viga para o modelo reduzido comparado com
as do modelo completo. Como pode ser visto, ambas as resposta ao impulso e as amplitudes das
FRFs aparecem como esperado, comparado com as respostas no tempo e amplitudes de funcdes de
resposta em freqiiéncia obtidas pelo método do balanceamento interno, levando a concluir que o
método de redu¢ao modal ¢ um método viavel de modelagem dos parametros de um material
viscoelastico, tal qual o método do balanceamento interno na previsdo das respostas dos sistemas
viscoelasticamente amortecidos.

7 CONCLUSOES

Os procedimentos de modelagem por Elementos Finitos de estruturas incorporando materiais
viscoelasticos para a andlise de respostas temporais e de respostas em freqiiéncias, combinado com
técnicas de reducdo de modelos foram implementados. Enfocando o comportamento dependente da
freqiiéncia dos materiais viscoelasticos através do modelo GHM e a implementa¢do do método de
redugdo por balanceamento interno e o método modal.

As simulagdes numéricas apresentadas permitem ilustrar a aplicacdo dos procedimentos de
reducdo de modelos como uma ferramenta para avaliar o amortecimento, resposta no tempo e
freqliéncias naturais da reducdo de sistemas contendo amortecimento viscoeldstico como uma
representacdo dinamica de sistemas de ordem mais elevada, para permitir a aplicagdo de técnicas de
controle ativo, além de diminuir o custo computacional no processamento.
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MODEL REDUCTION METHODS AS APPLIED TO VISCOELASTICALLY
DAMPED FINITE ELEMENT MODELS
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Abstract: This paper is devoted to procedures for the finite element modeling of structures
incorporating viscoelastic materials, with emphasis placed on reduction methods intended for the
reduction of the order of the finite element matrices of the damped systems to perform frequency
response and time domain analyses. This work focuses the use of two methods of reduction: the
Modal Reduction Method and the Modified Internal Balancing Method. To account for the
frequency-dependent behavior of viscoelastic materials, the Golla-Hughes-McTavish (GHM) model
is used. The paper is organized as follows: introductory comments are first presented regarding the
use of viscoelastic models and the procedures for their inclusion in the finite element structural
matrices. Next, the studied of methods of reduction of viscoelastic finite models is developed.
Numerical simulations dealing with two-dimensional structures are presented to illustrate the use
of the reduction methods.

Keywords: Viscoelastic Materials, Finite Element Modeling, Reduction Methods
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