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Resumo. O problema da arvore geradora minima com incertezas possui aplicagoes em
diversas areas da Engenharia e da Informética, tais como: instalagoes de linhas telefonicas
e elétricas, armazenamento de informacoes e transportes. Neste trabalho é proposto um
algoritmo genético para o problema da arvore geradora minima com incertezas nos pesos
das arestas e na estrutura da rede. As incertezas sao modeladas por meio da Teoria dos
Conjuntos Fuzzy.
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1 Introducao

O Problema da Arvore Geradora Minima, PAGM, consiste em, a partir de um grafo
nao orientado, conexo e com pesos em cada aresta, gerar uma arvore que conecte todos os
vértices do grafo e que tenha o menor peso total. Este problema possui aplicagoes nas mais
diversas dreas da Engenharia e na Informaética, dentre as quais se destacam: instalacoes
de linhas telefonicas (ou elétricas), armazenamento de informagoes, transportes, dentre
outras [3,11]. Os principais algoritmos da literatura que resolvem este problema sao os de
Kruskal, Prim, Boriivka e Sollin [1].

Em algumas aplicagoes do PAGM os parametros da rede ou a estrutura em si ndo sao
precisos, pois em certos casos representam tempo, custos e conexdes [13,14], dados que
dificilmente sdo exatos. Com isso, surgiu o PAGM com incertezas, proposto por Delgado
et al. [4] e abordado por meio da Teoria dos Conjuntos Fuzzy [15-17], sendo este problema
denominado de Problema da Arvore Geradora Minima Fuzzy, PAGM-Fuzzy.

Os principais e mais recentes trabalhos da literatura que tratam do PAGM-Fuzzy
devem-se a Delgado et al. [4], Chunde [3], Takahashi e Yamakami [13,14], Janiak e Kas-
perski [9], Nayeem e Pal [10], Dhanalakshmi e Pavathi [5], Hernandes e Lourengo [6], Zhou
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et al. [19] e Hernandes e Lourengo [7]. O trabalho de Delgado et al. [4] foi um dos pioneiros
da érea, introduzindo o conceito da érvore geradora minima fuzzy. J4 em Chunde [3] foi
proposto um algoritmo para o PAGM-Fuzzy com incertezas na estrutura da rede, sendo
uma adaptagao de Delgado et al. [4]. Takahashi e Yamakami [13, 14] trataram do pro-
blema com parametros fuzzy, resolvendo-o por meio de um algoritmo genético - AG [13], e
também abordaram o problema em uma rede com estrutura incerta [14], baseando-se em
Delgado et al. [4] e Chunde [3]. Janiak e Kasperski [9] utilizaram a teoria de possibilidade
de Zadeh [17] nos pesos das arestas e resolveram o problema por meio de um algoritmo
classico da literatura. Nayeem e Pal [10] estudaram o problema com parametros fuzzy,
resolvendo-o por meio de AGs. Dhanalakshmi e Pavathi [5] trataram do problema com
os pesos das arestas modelados como ntumeros fuzzy trapezoidais, propondo um algoritmo
que utiliza o centréide e o resolve como um problema crisp. Hernandes e Lourengo [6]
resolveram o problema da arvore geradora minima com estrutura incerta, propondo um
algoritmo exato que apresenta um conjunto solugao de arvores geradoras minimas. Zhou
et al. [19] introduziram o conceito de a-arvore geradora minima, utilizando a defini¢ao
de credibilidade e resolvendo o problema via algoritmos de Kruskal e Prim. Em um dos
trabalhos mais recentes da drea, Hernandes e Sampaio [7] propuseram um algoritmo adap-
tado de Prim para o problema da arvore geradora minima com incertezas nos parametros
e estrutura da rede, sendo uma abordagem inédita da literatura, porém nao podendo ser
aplicado em grandes redes.

Analisando os trabalhos descritos, verifica-se que estes, em sua maioria, resolvem o
problema com incertezas nos parametros ou na estrutura, exceto Hernandes e Sampaio [7]
que propuseram um algoritmo exato, porém, caro computacionalmente. Logo, visando
continuar a abordagem com incertezas nos parametros e na estrutura da rede, simultanea-
mente, neste trabalho é proposto um AG a fim de contornar a dificuldade encontrada por
Hernandes e Sampaio [7].

2 O Problema da Arvore Geradora Minima Fuzzy

Defini¢ao 2.1. Um grafo nao orientado G=(N,A), tal que N € o conjunto dos vértices e
A o das arestas, é uma drvore se, e somente se, G for conexo e aciclico.

Dado um grafo conexo G = (N, A), tal que para cada aresta~(z’, j) € A associa-se um
nimero triangular fuzzy C;; chamado peso da aresta (i, j) e seja G' = (N, A’) um subgrafo

de G = (N, A), denota-se peso de G = (N, A") o valor:
c@En =Y Cy (1)
(4,5)€A!

Definicao 2.2. O Problema da Arvore Geradora Minima Fuzzy consiste em procurar uma
drvore Tx de G = (N, A), tal que:

C(T*) = min C(T) 2)

sendo o minimo considerado sobre o conjunto de todas as possiveis drvores de G = (N, A)
e C(T) o custo da drvore.



3 Relagao de Ordem e Numero de Priifer

Nesta secao é apresentada a relagao de ordem utilizada para transformar o problema
incerto em classico, bem como o conceito do niimero de Priifer abordado para armazenar
os cromossomos do AG proposto.

3.1 Relacao de ordem

Em seu trabalho, Zhou et al. [19] trabalharam com o PAGM-Fuzzy e para eliminar
as arvore consideradas ”caras”, foi utilizada uma relagao de ordem para ”defuzzificar” os
pesos fuzzy dos arcos, convertendo-os em numeros crisp, denominada distribuicdo de cre-
dibilidade inversa, conforme segue:

Definicao 3.1. A distribuicdo de credibilidade inversa de um niumero fuzzy triangular
= (ai,bi,cl-) é:

1, v [ ai+2(b —aj)a, se0<a<0,5
®; (a)—{ 20; —ci +2(c; — bj)a, se0,5<a<l (3)

3.2 Numero de Priifer

Segundo Zhou e Gen [18], para qualquer arvore em um grafo completo sempre hé, pelo
menos, dois vértices folhas, o que significa que apenas uma aresta estd conectada a cada
um deles. Com isso, Zhou e Gen [18] abordaram o PAGM por meio do nimero de Priifer.

Na Figura 1, um exemplo é dado para ilustrar como uma arvore é armazenada por
meio do numero de Priifer. Sendo o nimero de Priifer [2 5 6 8 2 5] corresponde a uma
arvore geradora em um grafo completo de 8 vértices, a construgao do Numero de Priifer é
descrita da seguinte forma: localize o vértice da folha com o menor rétulo. Neste caso, é
o vértice 1. Uma vez que o vértice 2 (o unico vértice) é incidente no vértice 1 na &arvore,
atribua 2 ao primeiro digito na permutacao, depois remova o vértice 1 e a aresta (1,2).
Agora, o vértice 3 é o vértice de folha rotulado mais pequeno e o vértice 5 é incidente,
atribui 5 ao segundo digito na permutacao e depois remove o vértice 3 e a aresta (3,5).
Repita o processo na subdrvore até a aresta (5,8) é deixada e o Nimero de Priifer desta
arvore com 6 digitos é finalmente produzido.

Figura 1: Exemplo de uma arvore armazenada por meio do Numero de Priifer.



4 Algoritmo Proposto

Trata-se da adaptacdo de um AG baseado nos trabalhos de Hernandes e Sampaio [7],
Zhou et al. [19] e Almeida [2], cuja finalidade é abordar o PAGM em rede com incertezas
nos parametros e na estrutura. Os pesos sao tratados como numeros fuzzy triangulares,
utilizando o conceito de credibilidade inversa [19] para eliminar as arestas de maior peso,
enquanto na estrutura cada aresta possui sua pertinéncia de fazer parte da rede.

4.1 AG para o PAGM-Fuzzy

O AG proposto possui as seguintes caracteristicas: (i) é capaz de gerar sua populagao
aleatoriamente; (ii) avalia uma grande quantidade de arvores geradoras; (iii) usa rela¢oes
de ordem para contornar o problema dos nimeros fuzzy; e (iv) usa a representacao do
Numero de Priifer para verificar a solucao.

Vale destacar que o AG proposto contorna a complexidade encontrada nos algoritmos
exatos, pois com a codificagao do cromossomo por meio do conceito do Numero de Priifer a
populacao gerada aleatoriamente sempre sera composta de elementos factiveis, o Nimero
de Priifer sempre garante isso. Além de gerar a solucao factivel, o mesmo niimero garante
a facilidade no uso dos operadores de cruzamento e mutagao.

O fitness é calculado a partir da decodificacao do Numero de Priifer, podendo assim
ranquear os individuos para encontrar a solu¢gdo com o melhor custo. Para garantir que a
melhor solucao nao se perca durante o avanco das geragoes, foi aplicado o método elitismo.

As descrigoes do AG proposto sdo: codificagao - cada cromossomo representa uma
arvore geradora, sendo representado por um Numero de Priifer; inicializagao - todos os
cromossosmo sao gerados aleatoriamente como Numeros de Priifer, dispensando validacao;
cruzamento de um Ponto - escolhe dois individuos da populacao de forma aleatéria,
P1 e P2, como os pais e cria um cromossomo filho que possui a primeira metade de P1
e a segunda de P2; mutacgao - apds a escolha de um individuo, um determinado gene é
alterado para um outro valor possivel; fitness - o valor do fitness de cada cromossomo é
calculado apés a decodificacao do Numero de Priifer, sendo a soma dos pesos das arestas
que pertencem a arvore e ”defuzzificado” por meio da relagao de ordem de credibilidade.

4.2 Passos do algoritmo proposto

O algoritmo é composto de cinco passos, sendo que no primeiro é inicializada e avaliada
a populagao de individuos; no segundo sao selecionados os individuos para participarem
da elite; no terceiro sao selecionados os pais da nova geracao e realizado o cruzamento, no
quarto é selecionado uma percentagem de individuos e ocorre a mutagao, no quinto sao
unidos os novos individuos com a elite para formar a nova populacao e verificado o critério
de parada. A seguir é descrito o algoritmo proposto.

1. Criar a populagao inicial aleatéria, com X individuos, sendo possivel apenas valores
de 0 até a quantidade de vértices para cada posi¢ao do cromossomo. Calcule o valor
do fitness para cada individuo.

2. Selecione uma percentagem dos melhores individuos de P para o elitismo, e aloque
os individuos na populagao elite (Pe).



3. Selecione uma percentagem dos individuos de P para cruzamento, proceda a operagao
e aloque os novos individuos na populagao intermediaria (Pi) até Pi = P — Pe.

4. Selecione uma percentagem dos individuos de Pi para a mutacao, proceda a operagao.
Faga P < Pi+ Pe. Calcule o valor do fitness de cada individuo de P.

5. Se (i = Geracao) = Fim. Senéo retorne ao Passo 1

5 Resultados e Discussoes

O algoritmo proposto foi implementado em Python e executado para o grafo proposto
por Zhou et al. [19], cujos pesos e as pertinéncias das arestas estao na Tabela 1.

Tabela 1: Dados da rede da Zhou et al.

Aresta | Origem | Destino | Peso Pertinéncia
1 1 2 (60, 65, 70) | 0.3125
2 2 3 (58, 70, 75) | 0.6823
3 3 4 (70 74, 82) | 0.7684
4 4 5 (62, 72, 80) | 0.3357
5 1 5 (58, 66, 76) | 0.2528
6 1 4 (64, 70, 74) | 0.8132
7 1 3 (58, 62, 70) | 0.2987
8 2 5 (65, 70, 80) | 0.5255
9 2 4 (55, 60, 65) | 0.6349
10 3 5 (62, 68, 72) | 0.4966

Nas execugoes foram utilizadas vérias combinagoes de geragao {5, 15, 20, 50}, po-
pulagao inicial {10, 30, 50, 100}, taxa de mutacao {0.01, 0.1}, taxa de selecao {0.1, 0.01}
e credibilidade {0.2, 0.5, 0.8}. Para cada combinacao o algoritmo foi executado 10 vezes
e entao calculado a média aritmética, a moda e o melhor resultado obtido.

Considerando que a credibilidade 0.2 foi a que apresentou os melhores resultados,
nesta secdo sao apresentados apenas seus resultados. Na primeira iteragao foi executada
a rede completa, sem cortes, gerando os resultados da Tabela 2. Na segunda iteracao
foi eliminada a aresta 5, com pertinéncia 0.2528, sendo que a melhor solugao foi 243.
Na terceira iteracao foi eliminada a aresta 7, com pertinéncia 0.2987, além da aresta da
iteracao anterior, obtendo o melhor individuo com peso igual a 246.2. Na quarta iteracao
foi eliminada a aresta 1, com pertinéncia 0.3125, além das arestas eliminadas nas iteracgoes
anteriores, obtendo o melhor individuo com peso igual a 250.6. Na quinta e iltima iteracao
foi cortada a aresta 4, com pertinéncia 0.3357, e as das iteragOes anteriores, apresentando
a melhor solucao igual a 250.6.

Analisando os resultados obtidos, verifica-se que & medida em que as iteraces ocor-
rem o peso das arvores aumentam, bem como as pertinéncias das mesmas. Pode-se notar,
também, que o maior diferencial dentre as caracteristicas do AG é o tamanho da populacio
inicial, pois com uma populacao maior a chance de se criar a melhor solucao nas primeiras
geracoes € elevada, e por meio do elitismo foi possivel manter as melhores solugoes para
as seguintes geracoes, garantindo assim que as mesmas nao sejam perdidas. J& a taxa
de mutacgao, em comparacao com a taxa de selecao, apresentou uma influéncia reduzida,
com uma maior taxa de selecao no elitismo uma maior quantidade de melhores individuos



Tabela 2: Resultados obtidos utilizando todas as arestas do grafo, Iteracao 1.

Ger. Pop. In. Tx. Mutagao Tx. Selegao Média | Moda | Melhor
5 10 0.01 0.1 243.56 | 243 240.6
15 10 0.01 0.1 243.86 240.6 239.8
20 10 0.01 0.1 243.54 | 243 239.8
20 10 0.01 0.01 244.04 | 239.8 239.8
5 30 0.01 0.1 240.92 | 240.6 239.8
20 30 0.01 0.1 241.48 | 239.8 239.8
20 30 0.2 0.1 240.44 | 239.8 239.8
50 30 0.01 0.1 241.08 | 239.8 239.8
5 50 0.01 0.1 240.29 | 239.8 239.8
5 50 0.01 0.01 240.92 | 239.8 239.8
20 50 0.01 0.1 239.88 | 239.8 239.8
20 50 0.01 0.01 239.8 239.8 239.8

pode sobreviver para as proximas geracoes garantido melhor convergéncia do algoritmo.
Em contrapartida, a mutacao na representagdo com Numero de Priifer pode afetar cro-
mossomos que poderiam ser candidatos a solugao 6tima, pois uma pequena alteragao no
valor da posicao do cromossomo pode trocar arestas de forma que mude toda a arvore.

6 Conclusao, Limitagoes e Trabalhos Futuros

O PAGM ¢é abordado em diversas aplicacbes da Engenharia e da Informatica, sendo
que em algumas destas as redes possuem incertezas nos pesos e até mesmo nas estrutu-
ras. Assim, o objetivo deste trabalho foi estudar o PAGM-Fuzzy, propondo um AG que
abordasse incertezas nos pesos e na estrutura da rede simultaneamente.

O diferencial do AG proposto estd na utilizagdo do Numero de Priifer, o que faz com
que este convirja rapido, pois todos os individuos da populagao sao validos, i.é, arvores.

Vale destacar que o algoritmo possui a limitagdo de trabalhar somente com grafos
completos, o que nao atrapalha aplicd-lo em um grafo ndo completo, sendo que neste caso
¢é necessario completd-lo com arestas de pesos bastante grande, forcando assim que estas
nao sejam escolhidas, ou seja, nao participem da solucao final, podendo esta desvantagem
ser tratada em trabalhos futuros.
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