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Resumo. Este artigo estuda o comportamento da regiao de estabilidade fraca de um ponto
de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero de sistemas dinamicos sujeitos a variagao de
parametros. O comportamento da regiao de estabilidade fraca e de sua fronteira quando
ocorre uma bifurcacao Hopf supercritica do tipo-0 no atrator é explorado. Uma caracteri-
zagdo completa da fronteira da regiao de estabilidade fraca na vizinhanca de um valor de
bifurcagao Hopf supercritica do tipo-0 é apresentado neste trabalho.
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1 Introducao

As caracterizacOes existentes da fronteira da regiao de estabilidade sdo fornecidas sob
algumas suposicoes sobre o campo vetorial, incluindo a hiperbolicidade dos pontos de equi-
librio na fronteira da regiao de estabilidade e condicoes de transversalidade. Sob variacao
de parametros, bifurcagoes locais podem ocorrer na fronteira da regiao de estabilidade e a
suposicao de hiperbolicidade dos pontos de equilibrio pode ser violada nos pontos de bi-
furcagoes. Logo, estudar a caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade em pontos
de bifurcagoes é de fundamental importancia para entender como a regiao de estabilidade
se comporta sob variacdo de parametros.

Alguns avangos nesta diregao ja foram obtidos e relatados na literatura. Em [1], por
exemplo, uma completa caracterizacao da fronteira da regiao de estabilidade na presenca
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de pontos de equilibrio sela-né do tipo-0 e uma completa caracterizacao de bifurcacoes
da regiao de estabilidade induzidas por bifurcagoes sela-né do tipo-0 foram estudadas.
Em [2], uma completa caracterizacao de bifurcagoes da regiao de estabilidade induzidas
por bifurcagoes sela-né do tipo-k, com k > 1 foram exploradas. Em [4], a caracterizagao
da fronteira da regiao de estabilidade na presenca de pontos de equilibrio nao-hiperbélicos
do tipo Hopf foram desenvolvidas como o primeiro passo para entender o comportamento
da regiao de estabilidade na ocorréncia de bifurcacoes locais do tipo Hopf na fronteira da
regiao de estabilidade. Em [6], uma caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade
fraca do ponto de equilibrio nao-hiperbélico Hopf supercritico do tipo-0 na presenca agora
de pontos de equilibrio hiperbdlicos foram apresentadas.

Nesse artigo, resultados que exploram o comportamento da regiao de estabilidade fraca
de um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-0 de sistemas dinamicos sujeitos a vari-
acao de parametros sao explorados. Uma caracterizacao completa da fronteira da regiao de
estabilidade fraca na vizinhanca de um valor de bifurcacao de Hopf supercritica do tipo-0
¢é apresentado. Este artigo é organizado da seguinte maneira. Na Secao 2, uma caracteri-
zacao da fronteira da regiao de estabilidade fraca é apresentada. A principal contribuicao
deste artigo é apresentada na Secao 3. Mais precisamente, uma caracterizacdo completa
da fronteira da regiao de estabilidade fraca na vizinhanca de um valor de bifurcacao Hopf
supercritico do tipo-0 é desenvolvida. A Secao 4 é dedicada aos exemplos.

2 Caracterizagao da Fronteira da Regiao de Estabilidade
Fraca

Considere a classe de sistemas dinamicos autéonomo dependente de um parametro
= f(z, n),zeR", pelR (1)

onde f: R" x R — R™ é um campo vetorial de classe C'. A solucio do sistema (1), para
um parametro fixo p, iniciando em x no tempo ¢t = 0 é denotada por ¢(¢, ). Define-se
elemento critico do sistema dindmico auténomo (1), para um parametro fixo p, como sendo
ou uma 6rbita fechada ou um ponto de equilibrio.

Um ponto de equilibrio ¢* do sistema (1), para um parametro fixo p, é dito ser hi-
perbdlico se todos os autovalores da matriz Jacobiana D, f(1*) tem parte real ndo nula.
Dizemos que a érbita fechada do sistema dindmico auténomo ((1)) é hiperbdlica, se a ma-
triz Jacobiana da Aplicacdo de Poincaré associada & érbita fechada ¥* em xg € 1* possui
todos os multiplicadores caracteristicos com moédulo diferente de 1, com excegao apenas
de um multiplicador caracteristico que tém maédulo igual a 1. Além disso, um ponto de
equilibrio hiperbodlico ¥* é do tipo-k se a matriz Jacobiana possui k£ autovalores com parte
real positiva e n — k autovalores com parte real negativa. Se 1* é uma O6rbita periédica
hiperbdlica do tipo-k se a matriz Jacobiana possui k& multiplicadores caracteristicos com
moédulo maior que 1, 1 < k < n—1en—k—1 multiplicadores caracteristicos com mdédulo
menor que 1. Um conjunto S C R™ é um conjunto invariante do sistema (1), para um
parametro fixo u, se toda trajetéria de (1) comegando em S permanece em S para todo
teR.



Um ponto de equilibrio nao hiperbédlico z,, € R™ de (1), para um parametro fixo
i = o, é chamado um ponto de equilibrio de Hopf e (z,,, f10) um ponto de bifurcagao
de Hopf se as seguintes condigoes forem satisfeitas: (i) D, f(x,,) tem um par simples de
autovalores imaginarios puros, +iw, e nenhum outro autovalor com parte real nula; e (ii)
l1 # 0, onde [; é o Primeiro Coeficiente de Lyapunov, veja [4,8].

Pontos de equilibrio de Hopf ou pontos de bifurcacées de Hopf podem ser classificados
de acordo com o sinal do primeiro coeficiente de Lyapunov. Um ponto de equilibrio de
Hopf z,, € R™ de (1) é chamado um ponto de equilibrio Hopf supercritico se o primeiro
coeficiente de Lyapunov [; < 0 e é chamado um ponto de equilibrio de Hopf subcritico se
o primeiro coeficiente de Lyapunov [y > 0. Coeficientes de Lyapunov estao relacionados
com o comportamento assintotico do sistema na variedade central. Um ponto de equilibrio
Hopf supercritico atrae érbitas na variedade central enquanto um ponto de equilibrio Hopf
subcritico a repele.

Pontos de equilibrio de Hopf podem também ser classificados em tipos de acordo com
o nimero de autovalores de D, f(x,,) com parte real positiva. Um ponto de equilibrio de
Hopf z,,, de (1) é chamado um ponto de equilibrio de Hopf do tipo-k se D, f(x,,) tem k
(k < mn —2) autovalores com parte real positiva e n — k — 2 com parte real negativa.

Neste artigo, estaremos interessados principalmente nos pontos de equilibrio Hopf su-
percriticos do tipo-0. Se xz,, ¢ um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-0 de
(1), entao as seguintes propriedades sao satisfeitas, veja [7,8]: i. A variedade estavel local
(n—2)-dimensional W} (x,,) de x,, existe, é inica, ese ¢ € W} (x,,) entdo ¢(t,q) — x,,
as t — 4o0; ii. A variedade central local bidimensional W (z,,) de z,, existe, ndo é
tnica, e se ¢ € W (x,,) entdo ¢(t,q) — x,, as t — +00.

A Figura 1 ilustra as variedades invariantes do ponto de equilibrio Hopf supercritico
do tipo-0 em R3.

Figura 1: 2 Variedades W _(x,,) e W} .(,,) para um ponto de equilibrio Hopf supercritico
do tipo-0 z,, do sistema 1 em R3. Wf (z,,) ndo é dnica. Trés possiveis escolhas de
W (x,,) sdo apresentadas na figura.

Seja x,, um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-0 do sistema (1). A regiao
de estabilidade fraca de x,, é o conjunto A, (z,,) de pontos ¢ € R™ cujas trajetérias con-
vergem para x,, quando t — 400, isto é, A, (x,,) = {¢ € R™: ¢(t, ¢) = x,, quando t —
+o00}. A regido de establidade fraca A,,(z,,) é um conjunto invariante e aberto. O fecho
Ao (24,) € invariante e a fronteira da regiao de estabilidade fraca 0 A, (x,,) ¢ um conjunto



fechado e invariante. Uma caracterizagao completa da fronteira da regiao de estabilidade
fraca de uma classe de sistemas dindmicos auténomos néao lineares foi apresentada em [6].
Considere o sistema nao linear (1) e seja x,, um ponto de equilibrio Hopf supercritico do
tipo-0 do sistema (1) satisfazendo as seguintes suposigoes: (S1) Todos elementos criticos
em 0A,,(2,,) sdo hiperbdlicos; (S2) As variedades estével e instdvel dos elementos criticos
em 0A,,(z,,) satisfazem a condicao de transversalidade; e (S3) Trajetérias em 0A,,,(x,,)
se aproximam de um dos elementos criticos quando t — +oc.

Sob as suposigoes (S1)-(S3), o resultado a seguir fornece uma caracterizacao completa
da fronteira da regido de estabilidade fraca de um ponto de equilibrio Hopf supercri-

tico do tipo-0 em termos das variedades invariantes dos elementos criticos hiperbdlico em
OApo (po)-

Teorema 2.1. (Caracterizac¢do da Fronteira da Regido de Estabilidade Fraca) [6]
Seja x,, um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-0 de (1) e Au(u,) sua regido
de estabilidade fraca. Se as suposicoes (81) e (83) sao satisfeitas, entio 0A,,(x.,) C
U, Ws(wzo) onde wfm, i=1,2, ... sdo os elementos criticos hiperbdlicos em OA;,(y,).
Se a suposicdo (82) é satisfeita, entdo OAu,(vu,) = U; W2 (4,,)-

Neste trabalho, exploraremos o comportamento da fronteira da regiao de estabilidade
fraca da classe de sistemas dinamicos auténomos dependentes de um parametro (1). Ou
seja, estudaremos uma caracterizagao global da fronteira da regiao de estabilidade fraca
A(p) sob a variacao de parametros quando elementos criticos hiperbélicos do tipo-k, com
k > 1 esta na fronteira da regiao de estabilidade fraca.

O Teorema da Funcao Implicita garante a persisténcia dos elementos critico hiperbé-

licos ¢;,,, « = 1, ..., k, sob pequenas variacoes do parametro p. Ou seja, para Valoyes
de p proximos a puo, continuam existindo elementos critico hiperbdlicos perturbados vy, ,
i =1, ..., k, na vizinhanga dos elementos criticos hiperbdlicos ¢}, , i =1, ..., k. Para

estudarmos o comportamento da fronteira da regiao de estabilidade fraca na presenca de
apenas elementos criticos hiperbdlicos, admitiremos as afirmagoes (S1)-(S3). Em [5], o
Teorema 9.1.3 garante a persisténcia dos elementos criticos do sistema dindmico auténomo
(1) sob pequenas perturbagdes do parametro p.

3 Caracterizagao da Fronteira da Regiao de Estabilidade na
Vizinhanga de valor de pardmetro de bifurcacao Hopf do
tipo-0

Nesta secao, resultados inéditos da caracterizagao da fronteira da regiao de estabilidade
fraca numa vizinhanga pequena do pardmetro u proxima ao parametro pg de bifurcagao
Hopf supercritico do tipo-0 é apresentada.

Sejam x,, um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero de (1) e A,y ()
sua regiao de estabilidade fraca para um parametro fixo p = po. O proximo resultado
estabelece o comportamento da fronteira da regidao de estabilidade fraca na vizinhanga do
parametro de Bifurcagao Hopf supercritico do tipo-zero.



Teorema 3.1. (Fronteira da regido de estabilidade de um ponto de equilibrio
Hopf Supercritico do tipo-zero numa vizinhanga desse equilibrio) Seja (o, %)
um ponto de bifurcacio Hopf supercritico do tipo-zero de (1) para p = po. Seja Ay (xp,)
a regido de estabilidade fraca do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero de (1)
para p = fio. Admita que as suposicoes: (B1) Todos elementos criticos em 0A,(x,) sao
hiperbolicos; (B2) As variedades estdvel e instdvel dos elementos criticos em 0A,(x,) sa-
tisfazem a condicao de transversalidade; e (B3) Trajetorias em 0A,(x,) se aprozimam
de um dos elementos criticos quando t — +00, sejam satisfeitas para todo p pertencente
a um intervalo aberto I contendo 1 = o, exceto em o onde as condigoes (S1), (S2) e
(S3) sao satisfeitas. Suponha também, que para todo p € I, todos os elementos criticos
do sistema perturbado © = f(x, p) sejam elementos criticos perturbados originados do
sistema & = f(z, po). Seja ), um elemento critico hiperbdlico tal que vy € 0Au,(Tp,)
onde 0A,(x,,) € a fronteira da regido de estabilidade fraca. Entdo existe € > 0 tal que
(i) Existem uma Jrbita fechada hiperbdlica Qﬁl de tipo-zero e um ponto de equilibrio hi-
perbolico do tipo-2, xﬁ para todo pu € (po, po +€1) € um ponto de equilibrio hiperbélico do
tipo-zero :rf para todo pu € (po — €1, fo)-

(i) Para p € (po — €, o) temos que 1y, € 8A#(xﬁl) onde xf é o equilibrio assintotica-
mente estdvel originado da bifurcacdo de Hopf supercritica do tipo-zero.

(#ii) Para pi € (po, po + €) temos que ), € 814#((25) onde Qf é o ciclo limite estdvel
originado da bifurcacao de Hopf supercritica do tipo-zero e xf € GA“(QE) N AS(QE),
onde Ag(Qf) ¢ a regiao de quase-estabilidade do ciclo limite estdvel Qf

Observe do Teorema 3.1 que para u € (o — €, fip), os elementos criticos hiperbélicos
perturbados w; do tipo-k, com 1 < k < n — 2, na vizinhanca em U pertencem a fronteira
da regiao de estabilidade do equilibrio assintoticamente estével originado da bifurcagao
de Hopf supercritica do tipo-zero ZL'IIj . Em p = pg, o ponto de equilibrio ZL'IIj perde a
hiperbolicidade em U, ocasionando o surgimento do ponto de equilibrio Hopf supercritico
do tipo-0 x,,. Para valores de 1 > pp, o ponto de equilibrio hiperbélico do tipo-zero mf
em U perde estabilidade e surge uma orbita fechada hiperbélica Qf de tipo-zero em U tal
que os elementos criticos perturbados pertencem a fronteira da regiao de estabilidade de
Qf e xf pertence a intersecao da fronteira 0A, (Qf ) e da regiao de quase-estabilidade do
ciclo limite estdvel AS(QE ). O Teorema 3.1 estabelece que tanto a regiao de estabilidade
quanto a fronteira da regiao de estabilidade sofrem mudancas quando o parametro varia no
intervalo (up — €, po +€). O proximo resultado estabelece a caracterizagao da fronteira da
regiao de estabilidade fraca numa vizinhanga pequena do valor de parametro de bifurcagao
Hopf supercritico do tipo-0.

Teorema 3.2. (Caracterizacao da fronteira da regido de estabilidade de um
ponto de bifurcacao Hopf Supercritico do tipo-zero numa vizinhancga desse
equilibrio) Seja (1o, ) wm ponto de bifurcacao Hopf supercritico do tipo-zero de (1) para
p= po. Seja Auy(xu,) a regidgo de estabilidade fraca do ponto bifurcagao Hopf supercritico
do tipo-zero de (1) para p = po. Admita que as suposi¢oes (B1), (B2) e (B3) sejam
satisfeitas para todo i pertemncente a um intervalo aberto I contendo p = pg, exceto em
o onde as condigoes (S1), (S2) e (S3) sao satisfeitas. Suponha também, que para todo



w € I, todos os pontos de equilibrios do sistema perturbado © = f(x, u) sao pontos de
equilibrios perturbados originados do sistema & = f(x, po). Se Ty, $@0 0s elementos criticos
hiperbdlicos na fronteira da regido de estabilidade fraca A, (x,,). Entdo: (i) Para p = pig
temos Ay, (wy,) = U; Wiy (ry,); (i) Eziste € > 0 tal que, para todo p € (o — €, po),
aAM(fo{) = Wi(rl) onde rfu i =1,2,..., k sao os elementos criticos hiperbdlicos
perturbados em 8Au(xf) e a:ﬁl
originado da bifurca¢ao Hopf supercritica do tipo-zero; (iii) FExiste € > 0 tal que, para
todo i € (10, po +€), 8AM(Q£I) = U; Wi(r) U Wi(wf) e 8AS(QE) = U; W, (r},) onde
/r,'L
'LL7

€ o ponto de equilibrio hiperbolico assintoticamente estdvel

1=1,2, ..., k sao os elementos criticos hiperbolicos perturbados em 8AM(xZ) e Qﬁl

e xﬁ sGo o ciclo limite estdvel e o ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-(k + 2), com
0 <k <n—2, originados da bifurcacao Hopf supercritica do tipo-zero e 8A3(Qf) € a

fronteira da regido de quase-estabilidade de Qf

4 Exemplos

_
1+ 0.52

>, onde (z,y) € R?e p € R. Para g = é, o sistema possuli trés

Considere o sistema Predador-Presa em R? extraido de [3], dado por & = x

2 - x
- yl1-—=
peony ="y ( 1+ 0.5z
pontos de equilibrio, sdo eles: dois pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo-1, 1 = (0, 0)

e 2 = (6, 0), e um ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero, z,, = | 2, - |. A

3
fronteira da regiao de estabilidade fraca 0A,,,(z,,) do ponto de equilibrio Hopf supercritico

do tipo-0 z,, = (2, %) estd contida na uniao da variedade estavel W (z1) do ponto de

equilfbrio hiperbélico do tipo-1 #1 = (0, 0) com a variedade estavel W (z2) do ponto
de equilibrio hiperbdlico do tipo-1 z9 = (6, 0), ver Figura 2(b). Para pu = 18—0, o sistema

possui quatros elementos criticos, sao eles: dois pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo-1,
x1 = (0, 0) e xg = (%, O), um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo-2, xf = (2, g‘—g) e
uma orbita periddica assintoticamente estavel ¢f . Os elementos criticos xf e ¢£I foram
originados do ponto de equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero em uma bifurcacao Hopf
supercritica do tipo-zero. Os pontos de equilibrio hiperbdlicos z1, 2 € xf pertencem a
fronteira da regiao de estabilidade 6A#(¢£I ), de acordo com o Teorema 3.1, ver Figura
2(a). Para p = 1%, o sistema possui trés pontos de equilibrio, sao eles: dois pontos de
equilibrio hiperbdlicos do tipo-1, z1 = (0, 0) e 2o = (%, 0), e um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel, xf = (2, %) O ponto de equilibrio :L'/Ij é originado do ponto de
equilibrio Hopf supercritico do tipo-zero em uma bifurcagao Hopf supercritica do tipo-zero.
Os pontos de equilibrio hiperbélicos z; = (0, 0) e z3 = (%, O) pertencem & fronteira da
regiao de estabilidade 8Au(xff ), de acordo com o Teorema 3.1, ver Figura 2(c).
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(a) Retrato de fase do sistema (b) Retrato de fase do sistema (c) Retrato de fase do sistema
para fi = 1o. para fio = . para j = 7.

Figura 2: 2(a) A fronteira da regido de estabilidade OAN(Qf ) estd contida na unido de
Wi(x1) com Wi(x2). 2(b) A fronteira da regido de estabilidade 0A,(z,,) estd contida
na unido de W3 (z1) com Wy (z2). 2(c) A fronteira da regiao de estabilidade 9A,(z},)
estd contida na unido de Wji(x1) com W;(z2).
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