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Resumo. O magnetismo atualmente associado ao uso na engenharia de controle moderno é um dos 

campos de estudo de extrema relevância tendo em vista a possibilidade de construção de sistemas 

baseados em forças eletromagnéticas que permite a movimentação de sistemas os mais diversos 

como, por exemplo, os trens de alta velocidade (MAGLEV) e sistemas de colheita de energia. Neste 

trabalho efetuou-se um estudo do plano de fase de um sistema de levitação magnética já conhecido 

na literatura, mediante a técnica de Liapunov. Condições necessárias e suficientes para análise de 

estabilidade assintótica desta dinâmica não linear em função dos parâmetros são obtidas, além de um 

estudo inicial de aplicação de controle para a estabilização deste sistema, mediante a linearização 

desta por Taylor em torno de um ponto crítico. Simulações numéricas  são apresentadas. 

 

Palavras-chave.  Sistema MAGLEV, Sistemas Autônomos, Plano de Fase, Estabilidade assintótica, 

Linearização. 

1 Introdução 
 

Nos dois últimos séculos o magnetismo se tornou parte de importantes estudos no campo da 
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ciência e da tecnologia. Na década de 1840 Faraday e Henry descobriram o fenômeno da indução 

eletromagnética que mais tarde seria base para a invenção do gerador elétrico. A partir daí 

surgeraim muitas outras descobertas e estudos em torno do magnetismo. Os fenômenos do 

magnetismo passaram a integrar os livros especializados e encontros e conferências a partir da 

década de 1950, firmando um importante ramo da física e da ciência [1]. 

Associado ao uso da engenharia de controle moderno é possível construir sistemas 

baseados em forças magnéticas que possam movimentar os mais diversos mecanismos, 

podendo citar como exemplo o projeto do trem MAGLEV, que se baseia no uso da levitação 

magnética para se movimentar, eliminando o atrito com os trilhos e permitindo uma viagem 

mais rápida e silenciosa [1]. 

Analisar e compreender as variáveis e suas implicações no sistema de levitação 

magnética (MAGLEV) é uma importante contribuição para soluções em tecnologias tais 

como: transporte – por exemplo, em trens; em saúde – por exemplo em abladores cardíacos e 

outras aplicações que envolvam algum tipo de vibração, podendo estas serem naturais ou 

aplicadas externamente. 

O estudo de sistemas dinâmicos não lineares autônomos como, por exemplo, o sistema de 

levitação magnética, baseia-se na determinação de trajetórias no plano de fase. Neste 

trabalho efetua-se um estudo de um sistema autônomo não linear mediante a técnica de 

Lyapunov. A construção do plano de fase um sistema de levitação magnética (MAGLEV) 

não linear simplificado é apresentado, além do estudo da estabilidade assintótica local e 

estudos inicias para aplicação de técnicas de controle. Este trabalho está organizado da 

seguinte forma: A seção 2 apresenta o modelo do sistema MAGLEV estudado, na seção 3 

determinam-se os pontos críticos e sua classificação e efetua-se a análise de estabilidade 

assintótica. Nas seções 4 e 5 apresentam-se simulações numéricas, a linearização desta 

dinâmica e um estudo preliminar visando a estabilização deste sistema. Por fim, na seção 6 

as conclusões do trabalho. 
 

2 Modelagem matemática 
 

Neste trabalho utilizou-se o sistema de levitação magnética ECP (Educational Control 

Product). Os sensores são utilizados para se obter a resposta do sistema com precisão, e que 

associa a posição do disco magnético. A entrada do sistema é dada por meio da aplicação de 

uma corrente elétrica nas bobinas [10]. O objetivo deste sistema é estabelecer uma relação de 

equilíbrio, mantendo o corpo suspenso no ar sem que haja contato direto (forças de campo), 

conforme Figura 1. 

 
 

Figura 1: Foto do sistema físico de levitação magnética da ECP [10]. 
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O modelo matemático do sistema dado pela Figura 1, obtido por meio de balanço de 

forças, é dada por: 

𝑥′′(𝑡) +
𝑐

𝑚
𝑥′(𝑡) =

𝐹𝑚

𝑚
− 𝑔    (1) 

sendo 𝑥(𝑡) a posição do disco magnético a bobina, 𝑥′(𝑡) a velocidade do disco magnético, 𝑥′′(𝑡)  

a aceleração do disco magnético, 𝑔 a aeleração da gravidade, 𝑐 o coeficiente de atrito do disco 

com o ar, 𝑚 a massa do disco magnético e 𝐹𝑚 a força magnética aplicada ao disco magnético. 

 De acordo com [7] a força magnética 𝐹𝑚 pode ser escrita na forma: 

𝐹𝑚 =
𝑖

𝑎(𝑥+𝑏)4     (2) 

sendo que i é a corrente aplicada a bobina, a e b são constantes relacionadas as propriedades 

magnéticas das bobinas. Assim a Eq. (1) pode ser escrita como: 

𝑥′′(𝑡) = −𝑔 −
𝑐

𝑚
𝑥′(𝑡) +

𝑖

𝑚𝑎(𝑥+𝑏)4   (3) 

definindo os estados x , 
dx

y
dt

 , a Eq. (3) pode ser escrita no espaço de estados na forma: 

 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦                                     

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑖

𝑚𝑎(𝑥+𝑏)4 − 𝑔 −
𝑐

𝑚
𝑦  

 

 

(4) 

Prova-se que este sistema tem dois pontos críticos, a saber: 

𝑃1 = (√
𝑖

𝑚𝑎𝑔

4
− 𝑏, 0)  e 𝑃2 = (√

𝑖

𝑚𝑎𝑔

4
− 𝑏, 0).                              (4 – a) 

Nota-se que os pontos 𝑃1 e 𝑃2 estão fora da origem. Assim, para aplicação da técnica de 

Lyapunov é necessário que estes sejam transladados para a origem de um novo sistema de 

coordenadas, no espaço de estado. Neste trabalho, esta análise será efetuada para o ponto 𝑃1.  
 

3 Análise de Estabilidade Assintótica de 𝑷𝟏 
 

Sejam 𝑢 = 𝑥 − √𝑘
4 + 𝑏 e 𝑣 = 𝑦, a translação que transformará o ponto crítico 𝑃1 na origem 

do plano de variáveis de estado u v. Dos pontos criticos 𝑃1 e 𝑃2 seja: 

𝑘 =
𝑖

𝑚𝑎𝑔
.      (5) 

Reescrevendo a dinâmica de Eq. (4) nas coordenadas (u, v) e considerando a expansão em 

série de Taylor da parte não linear desta dinâmica translada em torno da origem, obtém-se a 

dinâmica não linear dada por: 

 𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑣                                                                       

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

4𝑔

√𝑘
4 𝑢 −

𝑐

𝑚
𝑣 +

10𝑔

√𝑘
𝑢2 −

20𝑔

(𝑘)
3
4

𝑢3 + ⋯    

 

(6) 

A equação característica da matriz Jacobiana do sistema não linear de Eq. (6) e seus 

autovalores são respectivamente: 

𝜆2 −
𝑐

𝑚
𝜆 +

4𝑔

√𝑘
4 = 0 e 𝜆 =

𝑐

2𝑚
±

√∆

2
 .    (7) 

Seja ∆ o discriminante da Eq. (7). Quando 𝛥 = 0, a equação característica possui um autovalor 

real de multiplicidade dois, a saber:  𝜆 =  
𝑐

2𝑚
. Além disso: 
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∆= 0 ⇔  𝑐 =  ±
4𝑚√𝑔

√𝑘
8     (8) 

Assim, o ponto de equilíbrio 𝑃1 é classificado como nó instável [9, 7, 4]. 

Se Δ > 0, a Eq. (7) apresenta dois autovalores reais e distintos, a saber: 

𝜆1 =
𝑐

2𝑚
+  

√(
𝑐

𝑚
)

2
−

16𝑔

√𝑘
4

2
 e 𝜆2 =  

𝑐

2𝑚
−  

√(
𝑐

𝑚
)

2
−

16𝑔

√𝑘
4

2
.   (9) 

Além disso: 

∆> 0 ⇔  −∞ < 𝑐 < −
4𝑚√𝑔

√𝑘
8  ∪  

4𝑚√𝑔

√𝑘
8 < 𝑐 < ∞.   (10) 

Assim, 𝑃1 é classificado como nó ou sela instável [9, 7, 4] pelo fato do coeficiente de atrito c 

ser positivo. 

Se Δ < 0, a Eq. (7) apresenta dois autovalores complexos conjugados, a saber: 

𝜆1 =
𝑐

2𝑚
+  

√(
𝑐

𝑚
)

2
−

16𝑔

√𝑘
4

2
 e 𝜆2 =  

𝑐

2𝑚
 + 

√(
𝑐

𝑚
)

2
−

16𝑔

√𝑘
4

2
.   (11)                                     

Além disso: 

∆< 0 ⇔  −
4𝑚√𝑔

√𝑘
8 < 𝑐 <

4𝑚√𝑔

√𝑘
8 .    (12) 

Assim, se 𝑐 ≠ 0, 𝑃1 é espiral instável e se 𝑐 = 0 este ponto crítico pode ser um centro ou um 

ponto em espiral. Quanto a estabilidade assintótica, nada se pode afirmar, o mesmo pode ser 

assintoticamente estável, estável mas não assintoticamente estável ou [9, 7, 4]. 

A análise e classificação do ponto 𝑃2 e o estudo da estabilidade assintótica serão objetos de 

estudos futuros. 

   

4 Simulação Numéricas 
 

A Figuras 2 e 3 mostram o plano de fase da dinâmica não linear de Eq. (3) em torno de 𝑃1 

para os valores de parâmetros adotados na Tabela 1 [7], sendo Δ < 0 e 𝑃1 nas condições de 

espiral instável de acordo com a Eq. (12).  

Neste trabalho o coeficiente c será sempre tomado positivo, mas nas condições obtidas pelas 

Eq. (8), (10) e (12). 

Tabela 1: Valores de Parâmetros [7]. 
 

𝑔[𝑚/𝑠²] 𝑚[𝑘𝑔] 𝑐[𝑁𝑠/𝑚] 𝑎 𝑏 𝑖[𝐴] 
9,8 0,12 0,5 0,95 6,28 1,08 

 

     
 

Figura 2: Plano de fase da dinâmica não linear (3) em torno de 𝑃1. 
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Nota-se a instabilidade do sistema não linear conforme estudo efetuado na Seção 3. Tendo 

em vista tais resultados, a próxima Seção objetiva um estudo inicial para uma aplicação futura de 

um controle para estabilização deste sistema em torno deste ponto. 

 

5 Estabilização do sistema MAGLEV simplicado em torno 

de P1 
 

Para um estudo visando a estabilização do sistema MAGLEV de equação (6) em torno de 𝑃1 

esta dinâmica na forma matricial linearizada pode ser escrita como:    

[
𝑥̇1

𝑥̇2
] = [

0 1
𝛼 𝛽

] [
𝑥1

𝑥2
] + [

0
1

] 𝑢  e 𝑦 = [0 1] [
𝑥1

𝑥2
]  (13) 

sendo: 

𝑢 a entrada de controle, 𝛼 =
−4𝑔

√𝑘
4 , 𝛽 = −

𝑐

𝑚
, 𝑋 = [

𝑥1

𝑥2
],  𝐴 = [

0 1
𝛼 𝛽

], 𝐵 = [
0
1

] e 𝐶 = 𝐵𝑇. (14) 

Portanto: 

𝑋(𝑆) = [
𝑠 −1

−𝛼 𝑠 − 𝛽
]

−1

[
0
1

] 𝑈    (15) 

 

𝑋(𝑆) =
1

𝛼+𝑠(𝛽−𝑠)
[
𝛽 − 𝑠 −1

−𝛼 −𝑠
] [

0
1

] 𝑈    (15.a) 

 

sendo 𝛼 e 𝛽 como em (14). Portanto a função de transferência de (13) é dada por: 

𝐺(𝑆) =
𝑠

𝑠2−𝛽𝑠−𝛼
    (16) 

Fazendo 𝛼 = −𝜔𝑛
2 e 𝛽 = −2Ϛ𝜔𝑛 na Eq. (16), obtem-se: 

𝐺(𝑆) =
𝑠

𝑠2+2Ϛ𝜔𝑛𝑠+𝜔𝑛
2    (17) 

A Figura 3 representa a resposta a uma entrada degrau unitário e a um impulso unitário. 

Depreende-se destas a estabilidade do sistema após a linearização em torno do ponto de quilíbrio 

𝑃1. 

   
 

Figura 3: Resposta a uma entrada degrau unitário e a um impulso unitário. 

 

Pàra determinar as grandezas Ϛ e 𝜔𝑛, são válidas as relações [2, 5, 6]: 

Ϛ =
−ln (%𝑀𝑃/100)

√𝜋2+𝑙𝑛2(%𝑀𝑃/100)
 e 𝜔𝑛 =

𝜋

𝑡𝑝√1−Ϛ2
    (18) 

sendo, 𝑀𝑃 é o overshoot, dado em porcentagem e 𝑡𝑝 é o tempo de pico.  

Fazendo: 𝑀𝑃 = 10% e 𝑡𝑝 = 0,5 segundos, tem-se Ϛ = 0,591 e 𝜔𝑛 = 7,789, portanto 
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𝛼 = −60,669 e 𝛽 = −9,2. Para esses valores de 𝛼 e 𝛽 o novo valor da corrente passa a ser 𝑖 =
0,194719𝐴 e do coeficiente de atrito 𝑐 = 1,104𝑁𝑠/𝑚. 

A Figura 4 representa a resposta a uma entrada degrau unitário para os novos valores de 

parâmetros. 

 

 
 

Figura 4: Resposta a uma entrada degrau unitário para 𝑖 = 0,194719𝐴 e 𝑐 = 1,104𝑁𝑠/𝑚. 

 

Nota-se que os valores de corrente e atrito não apresentam valores muito adequados – valor 

de corrente muito baixo  - que será muito afetada pela fluxo de dispersão e o efeito de correntes 

parasitas. Além disso, o coeficiente de atrito para essas especificações forneceu um valor elevado 

foram do limiar adequado (entre 0 e 1), o que se confirma a necessidade de uma análise em 

parâmetros construtivos e estimados do sistema em uma futura abordagem.  

 

 

 

6 Conclusão 
 

Efetuou-se neste trabalho o estudo do plano de fase de um sistema de levitação magnética 

não linear (MAGLEV) simpificado via a técnica de Lyapunov. Provou-se que o sistema possui 

dois pontos críticos. A análise efetuada em torno do ponto 𝑃1 mostrou a instabilidade deste ponto. 

Desta forma torna-se necessário a aplicação de uma técnica de controle para estabilizar o sistema 

e estudos iniciais foram efetuados. Para tal considerou-se uma linearização em torno do ponto 𝑃1. 

A função de transferência desta linearização foi determinada e uma análise preliminar dos 

parâmetros de coeficiente de atrito 𝑐 e da corrente elétrica 𝑖 objetivando a melhoria do 

desempenho do sistema em termos de sobresinal e tempo de pico foi efetuada. Foram adotadas 

condições de desempenho ideias ao sistema e efetuada uma análise de parâmetros (coeficiente de 

atrito e corrente elétrica) que não responderam com valores adequados, já que esta corrente 

poderá ser muito afetada pela fluxo de dispersão e pelo efeito de correntes parasitas. Além disso, 

o coeficiente de atrito para essas especificações forneceu um valor elevado, considerado fora do 

limiar adequado (entre 0 e 1),o que sugere a necessidade de, em trabalhos futuros, da aplicação de 

um controle, visando a estabilização do sistema em torno deste pondo crítico. 
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