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Analise de uma Dindmica Populacional ndo Linear
Simplificada do Aedis Aegypti via Dinamica Zero
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Resumo. Dengue, Febre Amarela, Chikungunya e Zika sdo doencas transmitidas pelo mosquito Aedes
aegypti. O nimero de pessoas infectadas em paises tropicais e subtropicais € imenso, e nos casos mais
severos destas doengas, podem ocorrer sequelas musculares, cerebrais, respiratdrias e 6bito. Ha forte evidéncia
de que casos de hidrocefalia sejam devido a infecgéo pelo virus causador da Zika. Como ndo existem vacinas
totalmente desenvolvidas contra a maioria destas doengas, agentes sanitarios e pesquisadores estdo focando seus
estudos aos tratamento e controle do vetor transmissor. Neste trabalho, propfe-se uma metodologia para
estudo da dinamica populacional do Aedes aegypti na presenga de um controle na fase aquética, baseada
no uso um sistema de equagdes diferenciais para descrever a dinamica populacional e na anélise do plano
de fase do sistema, via técnica de linearizagdo exata e dindmica interna. Um controle ndo linear é
proposto, visando a determinacao de estratégias de controle populacional deste mosquito.
Palavras-chave. Aedes Aegypti, DinamicaPopulacional, Linearizacdo Exata, Dindmica Intermna, Estabilidade.

1 Introducéao

A febre amarela, a dengue, a chicungunia e a zika sdo doengas infecciosas causadas por um
virus da familia Flaviridae e transmitidas na maioria das vezes pelo mosquito Aedes aegypti. Em
45 dias de vida, um Udnico mosquito pode contaminar até 300 pessoas. Estimativas da
Organizacdo Mundial da Saude (OMS) mostram que anualmente, de 50 a 100 milhGes de pessoas
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se infectam com dengue em mais de 100 paises de quase todos o0s continentes, cerca de 550 mil
doentes sdo hospitalizados e 20 mil morrem em consequéncia desta doenca ([1 - 3, 5, 10, 12 -
14)).

Atualmente, os controles dos vetores destas doencas mais utilizados sdo: controles bioldgico,
quimico, genético e fisico ([4, 6, 7, 9 -13]). Dentre as medidas de controle biol6gico tém-se a
utilizacdo de predadores, como exemplo os peixes larvéfagos sdo recomendados para eliminagao
de larvas de mosquitos especialmente para bebedouros de grandes animais, fossos de elevador de
obras, espelhos d'agua/fontes ornamentais, piscinas abandonadas e depdsitos de dgua ndo potével.

O controle quimico utiliza inseticidas para controle da populacdo de mosquitos adultos e
larvas, sendo muito utilizado no Brasil ([6]). O controle genético usa técnicas para mudancas
genéticas nos mosquitos visando interferir de alguma forma no crescimento populacional destes,
como a técnica de esterilizacdo de machos (Sterile Insect Technique). Segundo [13], 0s mosquitos
machos estéreis sdo liberados no ambiente para que os acasalamentos resultem na producdo de
ovos inviéveis, diminuindo a populacdo do mosquito ([4]).

[7] propde um modelo ndo linear que descreve a dindmica populacional do Aedes aegypti,
considerando o ciclo de vida dos mosquitos dividido nas fases aquética e alada. Em [10, 12, 13]
estudos deste modelo foram efetuados com entrada de controle na fase aquatica. Nesta 0s insetos
estdo nos estagios de ovos, larvas e pupas e na fase alada os mosquitos sdo adultos. Visando a
modelagem matematica, [7] dividiu os mosquitos adultos em machos, fémeas imaturas e fémeas
fertilizadas. No presente trabalho propde-se uma dindmica ndo linear da populagdo do mosquito
Aedes aegypti, na qual se considera a fase de mosquitos adultos divididos apenas em machos e
fémeas, sem levar em conta a divisdo de fémeas imaturas e fertilizadas. Este procedimento visa
uma simplificacdo no modelo proposto por [7] e a verificagdo da eficicia da dindmica proposta. A
técnica da linearizagdo exata serd a técnica de analise do modelo populacional proposto ([8, 11,
13, 14].

O estudo do plano de fase desta dindmica sera efetuado objetivando um conhecimento mais
detalhado deste modelo ndo linear, além da utilizacdo da dindmica interna desse sistema para
andlise de estabilidade assintdtica. Exemplos numéricos sdo apresentados, visando a comparagao
dos resultados obtidos com os do modelo matematico analisado em [10, 13, 14].

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: na Secdo 1 apresenta-se 0 modelo
matematico proposto, na Secédo 2 efetua-se a linearizacao entrada-saida desta dindmica ndo linear.
Na Secéo 3 efetua-se a analise da dindmica interna, da dindmica zero e da estabilidade assintética
local, na 4 as simulag¢fes numéricas e na 5 as conclusdes do trabalho.

2 O Modelo Populacional Proposto Para o Aedes Aegypti

O modelo baseado em [7], para descrever a dinamica populacional do mosquito Aedes
aegypti, é apresentado a seguir:

X1 =—(y + )% + o + (— gjxlxz — Xqu(t)

Xp =TyX = HpXp
X3 =(1—1) X — uzX3

(1)




sendo x,(t) a densidade de individuos da populagdo na fase aquética (ovos, larvas e pupas), X,(t) a
densidade de individuos da populacdo de mosquitos fémeas, x3(t) a densidade de individuos da
populacdo de mosquitos machos (macho natural). As taxas de mortalidade associadas com cada
segmento da populacdo (aquatica, fémeas e machos), sdo denotadas respectivamente por uy, u, €
us . u(t) é a varidvel associada ao controle na fase aquética. A taxa de oviposi¢do de fémeas
fertilizadas xs(t) é proporcional a sua densidade, mas também dependera do nimero de criadouros

e disponibilidade de alimento e no modelo é dada por [1—%] sendo ¢ a taxa de oviposigédo

intrinseca e C a capacidade do meio, relacionada com o nimero de nutrientes, espaco, etc. A
variavel y é a taxa per capita com que 0s mosquitos na fase aquatica passam para a fase alada,
sendo que uma proporc¢do r sdo de fémeas e (1 - r) sdo de machos.

Pode-se escrever (1) na forma :

Xl A]_Xl +@Xo + A2 X1 X2 - X1
XZ = A3X1—IL12X2 + 0 U(t) (2)
X3 AyXq — tzX3 0
sendo:
Ay =~y + ), Az:—g,Aszf% Ay =(1-r)y ©)
A]_Xl + Xy + A2X1X2 _—
f(x)= AgXq — tpXo rg(x)= 0 ey=ax1+bX2,a,breaiS. 4
AgXq — H3X3 0

3 Andlise da Estabilidade Assintética Via a Linearizacdo Exata

Prova-se inicialmente que o sistema de Eq. (4), (4-a) tem dois pontos criticos, a saber:

P,=(0,00)e PZZ(ZXZ'XZ’ZiszZJ (5)
sendo x, :{%je A, i=1, .., 4comoem (4).
Ho

Neste trabalho a analise sera efetuada em torno do ponto P;. Para tal, inicialmente prova-se
gue esta dindmica tem grau relativo r = 1. Além disso, um difeomorfismo que transforma esta
dindmica na forma normal é da forma ([8], [11]):

P (x)=[21,p1.v2] (6)
sendo z; =axy +bx, e y;, j =1, 2 sdo solugdes da EDP Vi.g =0, j =1, 2, que podem ser:
W1=X2, W2=X3 (7)
Portanto,
Y(x)= [axl +bxo,Xo ,X3] (7-a)

é um difeomorfismo global se e somente se a#0,VXq,X5,X3,€ 0 difeomorfismo inverso é:

1 b
X2=W11X3=W2xxl=g21—gl//1- (8)

Das Eq. (7) e (8), a dinAmica néo linear de Eq. (4) e (4-a) tem a forma normal:
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sendo A, i = 1, .., 4 como nas Eq. (4). A dindmica ndo linear de Eq. (9) representa a parte
observavel da dindmica de Eqg. (3), e o sistema linear de Eqg. (10) representa a dindmica interna,
isto é a parte ndo observavel desta dindmica sendo ndo dependente da entrada u(t).

A anélise de estabilidade assintotica da dindmica (4) pode ser feita a partir da dindmica zero,
obtida da dindmica de Eq. (10) sob a hip6tese de que y(t) =0 vt > 0, o que implicaz; =z, =0
Pt. Assim, existe uma subvariedade M, no espago de estados na qual a saida e suas
derivadas sdo nulas e os estados que se iniciam em M, permanecem em M,, dai, 7=0 €
y =W(0,»), gerando a dindmica dada pela Eq. (11), a saber ([11]) :

b
1 _(QSJF'UZJW
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W2 bA
— V1 H3y2
a
y=0
Note que (0, 0) é o Unico ponto critico desta dindmica. No sistema de Eq. (11) fazendo:
C, - _(bﬂﬂ,zj ec, -4 (11-a)
a a
a dindmica zero pode ser escrita como:
{l[/l} _ { Ciy }
wa ] [ Cow1-m3yw2 (12)
y=0
cuja equacdo caracteristica e suas raizes sao da forma:
b
p(A)=(-ug-2fCL-2), A =—H3 e A2 = —(gfﬂﬂzj . (12-2)
Agora, como A; <0, tem-se que:
ﬂ,z<0<:>9>—ﬂ—2,a,b>00ua,b<0. (13)
a ry
Assim, a dinamica de Eq. (12) é assintoticamente estavel em (0, 0) < 4, <0 < b >-#“2 sendo
a ry
a, b >0 o0ua b <0, sendo um nd assintoticamente estavel. Portanto, o sistema (4) é
assintoticamente estavel em (0, 0, 0) < 1, <0 < g > —Ar‘—ze a,b>00ua b<0.
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Nota-se que esta condicdo equivalente para estabilidade assintética do ponto critico P, da
dindmica (3) — (4-a) € similar a que foi encontrada em [13 -14] para a origem da dindmica
proposta por [7].

A estabilizagdo local, em malha fechada do sistema néo linear de Eq. (3) - (4-a) ou de Eq. (9)
—(10), em torno de P, pode ser obtida mediante a utilizag&o do controle ndo linear:

1
u(x)= Taxg [ (aAq +bAg )xq —(ap —buo Jxp —aApxyxp +V] (14)

para v(x)=—kqax; —kobx, € Kk, escolhido de forma conveniente tal que p(1) = A+ k, tenha raizes
negativas ([11]). Nota-se que p(1) = A+ k, tem raizes negativas se e somente se k, > 0.

4 Simulagbes Numeéricas e Discussoes

A Figura 1 mostra o plano de fase da dindmica zero de Eq. (11) ou (12), nas condicfes de
estabilidade estabelecidas na Eq. (13), de acordo com os valores dos pardmetros adotados na
Tabela 1 e condigdes iniciais especificadas na legenda desta Figura.

Tabela 1. Valores de parametros conforme [12].

Parametro m 2 13 a b r C ) y Ko
Valor 0.0583 | 0.0521 | 0.06 | 1 1% 3 | 6353 0.0941 | 1

Plano de Fase da Dinamica Zero
025 T T T T T T
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Figura 1: Plano de fase da dindmica zero para as condic¢@es iniciais adotadas na legenda.

A Figura 2 mostra o efeito da lei de controle ndo linear de Eq. (14) no histérico do
deslocamento do tempo das densidades populacionais na fase aquética (x,), das fémeas (x,) e dos
machos (xz) da dindmica populacional de Eqg. (4). Nota-se a influéncia do pardmetro ko na lei de
controle (14) para estabilizagdo de cada populagdo, influenciando de forma intensa na diminuicéo
do valor de estabilizacéo.
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Figura 2: simulacéo para malha aberta nas fases aquatica e mosquitos adultos.

5 Conclusoes

No presente trabalho prop6s-se uma dindmica ndo linear da populagdo do mosquito Aedes
aegypti, na qual se considera a fase de mosquitos adultos divididos apenas em machos e fémeas,
sem levar em conta a divisdo de fémeas imaturas e fertilizadas. Tal procedimento visa uma
simplificacdo no modelo proposto por [7] e a verificagdo da eficicia da dindmica proposta. A
técnica da linearizacdo exata entrada-saida foi a técnica de analise do modelo populacional
proposto. Efetuou-se a analise da estabilidade assintotica desta dindmica ndo linear em torno da
origem, mediante a analise da dindmica zero. Foram obtidas condi¢fes necessarias e suficientes
analogas a que foi encontrada em [13 - 14] para a origem da dinamica proposta por [7].
Introduziu-se um controle ndo linear (linearizacdo por realimentagdo) que possibilitou a
estabilizacdo deste sistema em um intervalo de tempo bastante pequeno (realimentacdo de estados
externa). Simulacgdes foram efetuadas, com e sem o controle via linearizacdo por realimentacgéo,
com o objetivo de um melhor entendimento do comportamento dindmico deste sistema. A
influéncia do parametro ko na lei de controle (14) para estabilizacdo de cada populacéo foi
observada, sendo que o mesmo influencia de forma intensa na diminuicdo do valor de
estabilizacdo das curvas de densidade populacional.

Para trabalhos futuros, pretende-se efetuar uma andlise global do sistema para diferentes
variaces dos demais parametros, para todos os pontos criticos. Em particular, pretende-se
avaliar se esta dinamica apresenta comportamento caotico e avaliacdo do sistema nas condi¢des
onde exista o ciclo limite além do custo de controle nesta situacéo.
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