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Resumo. Neste trabalho, serao apresentadas as bases tedricas e um método computacional
para estimar a regiao de estabilidade de conjuntos atrativos de sistemas dinamicos nao
lineares usando fungoes energia generalizadas. O método proposto garante que a estimativa
obtida é conservadora, i.e., a estimativa é sempre um subconjunto da regiao de estabilidade
verdadeira. O resultado obtido pelo método é ilustrado através de um exemplo numérico.
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1 Introducao

Considere o sistema de equagoes diferenciais

&(t) = f(z(1)), (1)

onde #(t) denota a derivada de x(t) com respeito a varidvel ¢ e f : R" — R™ é uma
aplicagao de classe C!. Denotaremos por ¢ — ®(t,z0), a tinica solugao de (1) satisfazendo
CI’(O, l’o) = Xo.

Um conjunto atrativo o é um conjunto fechado e invariante que possui uma vizinhancga
aberta U tal que, para todo xg € U, tem-se que ®(¢, () € U paratodot > 0e ®(t,z9) — o
quando t — 00, ou seja, a distancia entre ®(t, zg) e o tende para zero a medida que ¢t — oco.

O conjunto w-limite de z, denotado por w(z), é o conjunto de todos os pontos p para
os quais existe uma sequéncia de tempos {t,} com t, — oo e |®(t,,z) — p| — 0 quando
n — oo.

Se o é um conjunto atrativo, definimos a regido de estabilidade de o por

Alo) ={z e R" 1 w(z) # @,w(z) C o}.
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A regiao de estabilidade de conjuntos atrativos desempenha papel fundamental no
estudo do comportamento assintético de sistemas dindmicos. Por exemplo, no estudo
da imunizagao de uma populagdo com respeito a uma dada doenga [11], em controle
automético de voo [3] ou no estudo de estabilidade transitéria de sistemas elétricos de
poténcia [9].

Determinar com precisao a regiao de estabilidade de um conjunto atrativo de um
sistema dinamico nao linear é, em geral, um problema dificil. Por essa razao, diversos
métodos computacionais foram desenvolvidos para obter estimativas da regidao de estabi-
lidade.

Estes métodos podem ser divididos em dois grandes grupos: os que se baseiam em
Fungoes de Lyapunov (FL) ou Fungoes Energia (FE) e os que usam outro tipo de técnica.
A maioria dos métodos no primeiro grupo obtém estimativas para a regiao de estabilidade
(ou parte dela) através de conjuntos de nivel de uma FL ou de uma FE para o sistema.
No grupo dos métodos que nao estao baseados em FL ou FE, existem, por exemplo,
os métodos que fazem uso de integracao reversa (ver [10,13]), os que utilizam “tracking
functions” (ver [12]) e aqueles que realizam aproximagoes locais da fronteira de estabilidade
através de hiperplanos (ver [16]) ou superficies (ver [4,14,15]).

Motivados pelo problema da anélise de estabilidade transitoria em sistemas elétricos
de poténcia, técnicas que utilizam FE para obter estimativas para a regiao de estabili-
dade foram desenvolvidas (ver [6]). Estas técnicas se baseiam na relacao entre a FE e
o comportamento dinamico das solugoes na fronteira da regiao de estabilidade. Entéao,
foram desenvolvidos métodos computacionais para obter estimativas conservadoras para
a regiao de estabilidade (ou de parte relevante dela) que podem ser aplicados na solugao
de problemas praticos.

Embora estes métodos sejam simples e conduzam a resultados precisos (porém conser-
vadores), eles se aplicam apenas a sistemas que admitem FE. Infelizmente, muitos siste-
mas nao admitem FE. A existéncia de uma FE implica em sérias restrigoes & dinamica das
solucoes, de fato, toda solucao limitada converge para um ponto de equilibrio quando o
tempo tende a infinito (ver [9]). Consequentemente, sistemas com dindmica mais compli-
cada, como Orbitas periddicas ou solugoes cadticas, ndo admitem FE. Por exemplo, em [5]
foi provado que os modelos de sistemas elétricos de poténcia considerando perdas nao
admitem FE.

Nao existe um procedimento sisteméatico para encontrar FE e, mesmo nos casos em
que podemos provar a sua existéncia, a impossibilidade de exibir sua expressao analitica
em termos de funcées elementares proibe a aplicagao de métodos baseados em FE. E neste
contexto que o conceito de Fungao Enegia Generalizada (FEG) foi introduzido em [1,2].
Embora FEGs sejam mais faceis de serem encontradas e possam ser admitidas por uma
classe bastante geral de sistemas, é necessario encontrar resultados que deem suporte a
métodos para o estudo da regiao de estabilidade para os sistemas que as admitem.



2 Funcoes Energia Generalizadas

Considere o sistema (1) e seja V : R” — R uma funcio de classe C2. Defina o conjunto
C={zeR":VV(x)- f(z) >0}. (2)
Em [1] foi introduzida a seguinte classe de fungdes auxiliares.

Definicao 2.1. Uma fung¢ao V : R™ — R é uma Funcao de Energia Generalizada (FEG)
para o sistema (1), quando as sequintes afirmagoes sao verdadeiras,

G1. O conjunto C € limitado;

G2. O conjunto C' possui um numero finito de componentes conexas;

G3. Para uma dada solugdao t — ®(t,x0) do sistema (1), se a fungdo t — V(P(t,x0)) €
limitado para t > 0, entao a solugio ®(t,xo) também é limitada para t > 0.

A simples existéncia de uma FEG tem implicac¢oes importantes sobre o comportamento
das trajetérias do sistema (ver [1]). Por exemplo, toda trajetéria sobre a fronteira da
regiao de estabilidade é limitada e converge para um conjunto que intersecta a fronteira
do conjunto C' (ver Teorema 4.3 de [1]).

3 Estimativa da Regiao de Estabilidade

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados que vinculam a existéncia de uma FEG
a propriedades dindmicas das solucoes contidas na fronteira da regiao de estabilidade de
um conjunto atrativo. As propriedades dinamicas asseguradas pelos resultados, tém como
objetivo permitir a construcao de um algoritmo para estimativa da regiao de estabilidade
do conjunto atrativo.

Dado L € R, considere os conjuntos de nivel,

Sp={zeR":V(@)<L}eR,={zeR":V(z) <L}
e denote por Sy (o) e por Ry (o) suas componentes conexas que contém o conjunto o.

Proposigao 3.1. Seja o um conjunto atrativo para o sistema (1) e V uma FEG. Suponha
que, para algum L € R, a componente conexa Sp (o) de Sp € tal que o C Sp(o) C A(o) e
que 0SL(0) N C = @. Entao, para todo K > L tal que (Sk(o)\ Sp(0)) NC = &, tem-se
que Sk (o) C A(o).

Demonstragao. Como (Sk(0)\ SL(0))NC = @, do Teorema 11.3 de [7], temos que Sk (o)
é um conjunto positivamente invariante, assim como Sr,(o).

Assuma, por absurdo, que Sk(o) ¢ A(c). Como Sp(c) C Sk(o) e Skx(o) é um
conjunto conexo, existe p € dA(o) N (Sk (o) \ SL(0)).

Como Sr(0) C A(o), 0A(o) é um conjunto invariante (ver [8]) e ®(t,p) é limitada
(ver Teorema 4.2 de [1]), ®(t,p) C Sk(o) \ Sr(o) para todo t > 0 e, portanto, w(p) C
Sk (o) \ SL(o).

Uma vez que Sk (o) \ Sp(0) = (Sk(0)\SL(0))UISL (o) e, por hipétese, Sp(0) C A(o),
tem-se que w(p) N IS (o) = @. Assim, w(p) C Sk (o) \ SL(0).

Pelo Teorema 4.3 de [1], C N (Sk (o) \ Sp(0)) # @ chegando a um absurdo. O



Teorema 3.1. Considere as mesmas hipdteses da Proposi¢io 3.1. Sejam P; = {x €
0C; : x € minimo local de V]sc,} e Ki = {V(p) : p € P;,V(p) > L,o C Ry (p)}-
Entao, o conjunto Rk (o), onde K = minl|J, K;, € uma estimativa para A(c), ou seja,
Ry (o) C A(o).

Demonstragao. Considere § = d(C,0S5L(c)). Como C' é um conjunto compacto (ver de-
finigao 2.1), 9SL(0) é um conjunto fechado e, por hipdtese Sy (o0) NC = &, tem-se § > 0.
Logo, existe 1 > 0 tal que (Sr4e,(0) \ SL(0)) NC = & e, usando a Proposigao 3.1, temos
que Sre, (o) C A(o).

Uma vez que (Sp+¢,(0) \ Sp(0))NC = @, temos que d(C, 0S4+, (0)) > 0 e, repetindo
o argumento anterior, é possivel escolher 2 > 0 tal que Sryc,4¢,(0) C A(0).

Agora, suponha que a sequéncia mondtona crescente definida por B,, = L+ X7 ¢; seja
limitada, caso contrario, como Sp, (¢) C A(o) temos que A(c) = R™ e o conjunto K; = &
para todo 7. Entao, B, — B € R, quando n — oo e |J, Sg, (0) = Rp(o) C A(0).

Podemos supor que d(C,Sp,(0)) — 0 quando n — oo, caso contrario, o processo
anterior poderia ser continuado e uma nova sequéncia de nimeros reais maiores que B
poderia ser construida de forma a convergir para um novo valor. Logo, d(C, Rg(c)) =0
e existe y € Rp(o) tal que y € C. Segue da construcao que V(y) = Be B =K. O

4 Algoritmo Conceitual

O Teorema 3.1 estabelece os fundamentos tedéricos para um algoritmo, cujos os passos
estao descritos a seguir, que fornece uma estimativa da regiao de estabilidade.
Encontre todas as componentes conexas de C, denotadas por {C;};
Selecione as componentes C; tais que C; N o # &, elas serao denotadas por {C;}ica;
Calcule L = min{V (z) : 0Sy(3)(0) N C = 3,C; C Sy (y,i € A};
Calcule o valor de K definido no Teorema 3.1;
Estime a regiao de estabilidade de o pelo conjunto de nivel Rx (o).

Al ol

5 Exemplo de Aplicacao

Considere o modelo de segunda ordem, dado pela equagao,

{ t=—-y+0,1(x—3)(x—2)(x —1)z(x+1) (3)
y=(z—=2)(z-1Dr+0,1(y —2)(y +2)y.

Pode-se verificar que a funcao,

V(z,y) = 27,5422% + 1,0804xy + 14, 148y — 13, 54323 — 4,80392%y

+ 11,3zy? + 0,9214493 + 3,4087x* — 10, 915y23 + 12, 574y% x>

+ 2,7285zy° + 4,1856y* — 5,238225 + 8, 1009y — 7, 4264y (4)
+ 3,1785x3y3 — 4,4109y*x? — 0,00446xy° — 0, 4627415,

¢ uma FEG para o sistema (3).
A Figura 1 mostra a estimativa da regiao de estabilidade do ponto py = (0,0) obtida
pelo conjunto Rk (o), via o algoritmo da segao 4, e a regiao de estabilidade verdadeira.
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Figura 1: O conjunto C, a estimativa da regiao de estabilidade de pg e a regiao de estabi-
lidade verdadeira considerando o sistema (3) e a FEG dada por (4).

6 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado um método para estimativa da regiao de estabilidade
usando FEG. A teoria que suporta o método garante que a estimativa obtida é sempre
conservadora permitindo seu uso para resolver problemas relacionados a estabilidade de
sistemas dindmicos nao lineares. A teoria desenvolvida fornece as bases de um método
direto para a avaliacao da estabilidade que pode ser aplicado a uma classe bastante geral
de sistemas dinamicos: aqueles que admitem funcao energia generalizada.
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