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Resumo. Neste trabalho, serão apresentadas as bases teóricas e um método computacional
para estimar a região de estabilidade de conjuntos atrativos de sistemas dinâmicos não
lineares usando funções energia generalizadas. O método proposto garante que a estimativa
obtida é conservadora, i.e., a estimativa é sempre um subconjunto da região de estabilidade
verdadeira. O resultado obtido pelo método é ilustrado através de um exemplo numérico.
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1 Introdução

Considere o sistema de equações diferenciais

ẋ(t) = f(x(t)), (1)

onde ẋ(t) denota a derivada de x(t) com respeito a variável t e f : Rn → Rn é uma
aplicação de classe C1. Denotaremos por t 7→ Φ(t, x0), a única solução de (1) satisfazendo
Φ(0, x0) = x0.

Um conjunto atrativo σ é um conjunto fechado e invariante que possui uma vizinhança
aberta U tal que, para todo x0 ∈ U , tem-se que Φ(t, x0) ∈ U para todo t > 0 e Φ(t, x0)→ σ
quando t→∞, ou seja, a distância entre Φ(t, x0) e σ tende para zero à medida que t→∞.

O conjunto ω-limite de x, denotado por ω(x), é o conjunto de todos os pontos p para
os quais existe uma sequência de tempos {tn} com tn → ∞ e |Φ(tn, x) − p| → 0 quando
n→∞.

Se σ é um conjunto atrativo, definimos a região de estabilidade de σ por

A(σ) = {x ∈ Rn : ω(x) 6= ∅, ω(x) ⊂ σ}.
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A região de estabilidade de conjuntos atrativos desempenha papel fundamental no
estudo do comportamento assintótico de sistemas dinâmicos. Por exemplo, no estudo
da imunização de uma população com respeito a uma dada doença [11], em controle
automático de vôo [3] ou no estudo de estabilidade transitória de sistemas elétricos de
potência [9].

Determinar com precisão a região de estabilidade de um conjunto atrativo de um
sistema dinâmico não linear é, em geral, um problema dif́ıcil. Por essa razão, diversos
métodos computacionais foram desenvolvidos para obter estimativas da região de estabi-
lidade.

Estes métodos podem ser divididos em dois grandes grupos: os que se baseiam em
Funções de Lyapunov (FL) ou Funções Energia (FE) e os que usam outro tipo de técnica.
A maioria dos métodos no primeiro grupo obtêm estimativas para a região de estabilidade
(ou parte dela) através de conjuntos de ńıvel de uma FL ou de uma FE para o sistema.
No grupo dos métodos que não estão baseados em FL ou FE, existem, por exemplo,
os métodos que fazem uso de integração reversa (ver [10, 13]), os que utilizam “tracking
functions” (ver [12]) e aqueles que realizam aproximações locais da fronteira de estabilidade
através de hiperplanos (ver [16]) ou superf́ıcies (ver [4, 14,15]).

Motivados pelo problema da análise de estabilidade transitória em sistemas elétricos
de potência, técnicas que utilizam FE para obter estimativas para a região de estabili-
dade foram desenvolvidas (ver [6]). Estas técnicas se baseiam na relação entre a FE e
o comportamento dinâmico das soluções na fronteira da região de estabilidade. Então,
foram desenvolvidos métodos computacionais para obter estimativas conservadoras para
a região de estabilidade (ou de parte relevante dela) que podem ser aplicados na solução
de problemas práticos.

Embora estes métodos sejam simples e conduzam a resultados precisos (porém conser-
vadores), eles se aplicam apenas a sistemas que admitem FE. Infelizmente, muitos siste-
mas não admitem FE. A existência de uma FE implica em sérias restrições à dinâmica das
soluções, de fato, toda solução limitada converge para um ponto de equiĺıbrio quando o
tempo tende a infinito (ver [9]). Consequentemente, sistemas com dinâmica mais compli-
cada, como órbitas periódicas ou soluções caóticas, não admitem FE. Por exemplo, em [5]
foi provado que os modelos de sistemas elétricos de potência considerando perdas não
admitem FE.

Não existe um procedimento sistemático para encontrar FE e, mesmo nos casos em
que podemos provar a sua existência, a impossibilidade de exibir sua expressão anaĺıtica
em termos de funções elementares próıbe a aplicação de métodos baseados em FE. É neste
contexto que o conceito de Função Enegia Generalizada (FEG) foi introduzido em [1, 2].
Embora FEGs sejam mais fáceis de serem encontradas e possam ser admitidas por uma
classe bastante geral de sistemas, é necessário encontrar resultados que deem suporte a
métodos para o estudo da região de estabilidade para os sistemas que as admitem.
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2 Funções Energia Generalizadas

Considere o sistema (1) e seja V : Rn → R uma função de classe C2. Defina o conjunto

C = {x ∈ Rn : ∇V (x) · f(x) ≥ 0} . (2)

Em [1] foi introduzida a seguinte classe de funções auxiliares.

Definição 2.1. Uma função V : Rn → R é uma Função de Energia Generalizada (FEG)
para o sistema (1), quando as seguintes afirmações são verdadeiras,
G1. O conjunto C é limitado;
G2. O conjunto C possui um número finito de componentes conexas;
G3. Para uma dada solução t 7→ Φ(t, x0) do sistema (1), se a função t 7→ V (Φ(t, x0)) é
limitado para t > 0, então a solução Φ(t, x0) também é limitada para t > 0.

A simples existência de uma FEG tem implicações importantes sobre o comportamento
das trajetórias do sistema (ver [1]). Por exemplo, toda trajetória sobre a fronteira da
região de estabilidade é limitada e converge para um conjunto que intersecta a fronteira
do conjunto C (ver Teorema 4.3 de [1]).

3 Estimativa da Região de Estabilidade

Nesta seção, apresentaremos alguns resultados que vinculam a existência de uma FEG
a propriedades dinâmicas das soluções contidas na fronteira da região de estabilidade de
um conjunto atrativo. As propriedades dinâmicas asseguradas pelos resultados, têm como
objetivo permitir a construção de um algoritmo para estimativa da região de estabilidade
do conjunto atrativo.

Dado L ∈ R, considere os conjuntos de ńıvel,

SL =
{
x ∈ Rn : V (x) ≤ L

}
e RL =

{
x ∈ Rn : V (x) < L

}
e denote por SL(σ) e por RL(σ) suas componentes conexas que contém o conjunto σ.

Proposição 3.1. Seja σ um conjunto atrativo para o sistema (1) e V uma FEG. Suponha
que, para algum L ∈ R, a componente conexa SL(σ) de SL é tal que σ ⊂ SL(σ) ⊂ A(σ) e
que ∂SL(σ) ∩ C = ∅. Então, para todo K > L tal que (SK(σ) \ SL(σ)) ∩ C = ∅, tem-se
que SK(σ) ⊂ A(σ).

Demonstração. Como (SK(σ)\SL(σ))∩C = ∅, do Teorema 11.3 de [7], temos que SK(σ)
é um conjunto positivamente invariante, assim como SL(σ).

Assuma, por absurdo, que SK(σ) 6⊂ A(σ). Como SL(σ) ⊂ SK(σ) e SK(σ) é um
conjunto conexo, existe p ∈ ∂A(σ) ∩ (SK(σ) \ SL(σ)).

Como SL(σ) ⊂ A(σ), ∂A(σ) é um conjunto invariante (ver [8]) e Φ(t, p) é limitada
(ver Teorema 4.2 de [1]), Φ(t, p) ⊂ SK(σ) \ SL(σ) para todo t > 0 e, portanto, ω(p) ⊂
SK(σ) \ SL(σ).

Uma vez que SK(σ) \ SL(σ) = (SK(σ)\SL(σ))∪∂SL(σ) e, por hipótese, SL(σ) ⊂ A(σ),
tem-se que ω(p) ∩ ∂SL(σ) = ∅. Assim, ω(p) ⊂ SK(σ) \ SL(σ).

Pelo Teorema 4.3 de [1], C ∩ (SK(σ) \ SL(σ)) 6= ∅ chegando a um absurdo.



4

Teorema 3.1. Considere as mesmas hipóteses da Proposição 3.1. Sejam Pi = {x ∈
∂Ci : x é mı́nimo local de V |∂Ci

} e Ki = {V (p) : p ∈ Pi, V (p) > L, σ ⊂ RV (p)(p)}.
Então, o conjunto RK(σ), onde K = min

⋃
iKi, é uma estimativa para A(σ), ou seja,

RK(σ) ⊂ A(σ).

Demonstração. Considere δ = d(C, ∂SL(σ)). Como C é um conjunto compacto (ver de-
finição 2.1), ∂SL(σ) é um conjunto fechado e, por hipótese ∂SL(σ)∩C = ∅, tem-se δ > 0.
Logo, existe ε1 > 0 tal que (SL+ε1(σ) \SL(σ))∩C = ∅ e, usando a Proposição 3.1, temos
que SL+ε1(σ) ⊂ A(σ).

Uma vez que (SL+ε1(σ) \SL(σ))∩C = ∅, temos que d(C, ∂SL+ε1(σ)) > 0 e, repetindo
o argumento anterior, é posśıvel escolher ε2 > 0 tal que SL+ε1+ε2(σ) ⊂ A(σ).

Agora, suponha que a sequência monótona crescente definida por Bn = L+Σn
i=1εi seja

limitada, caso contrário, como SBn(σ) ⊂ A(σ) temos que A(σ) = Rn e o conjunto Ki = ∅
para todo i. Então, Bn → B ∈ R, quando n→∞ e

⋃
i SBn(σ) = RB(σ) ⊂ A(σ).

Podemos supor que d(C, SBn(σ)) → 0 quando n → ∞, caso contrário, o processo
anterior poderia ser continuado e uma nova sequência de números reais maiores que B
poderia ser constrúıda de forma a convergir para um novo valor. Logo, d(C,RB(σ)) = 0
e existe y ∈ RB(σ) tal que y ∈ C. Segue da construção que V (y) = B e B = K.

4 Algoritmo Conceitual

O Teorema 3.1 estabelece os fundamentos teóricos para um algoritmo, cujos os passos
estão descritos a seguir, que fornece uma estimativa da região de estabilidade.
1. Encontre todas as componentes conexas de C, denotadas por {Ci};
2. Selecione as componentes Ci tais que Ci ∩ σ 6= ∅, elas serão denotadas por {Ci}i∈Λ;
3. Calcule L = min{V (x) : ∂SV (x)(σ) ∩ C = ∅, Ci ⊂ SV (x), i ∈ Λ};
4. Calcule o valor de K definido no Teorema 3.1;
5. Estime a região de estabilidade de σ pelo conjunto de ńıvel RK(σ).

5 Exemplo de Aplicação

Considere o modelo de segunda ordem, dado pela equação,{
ẋ = −y + 0, 1(x− 3)(x− 2)(x− 1)x(x+ 1)
ẏ = (x− 2)(x− 1)x+ 0, 1(y − 2)(y + 2)y.

(3)

Pode-se verificar que a função,

V (x, y) = 27, 542x2 + 1, 0804xy + 14, 148y2 − 13, 543x3 − 4, 8039x2y
+ 11, 3xy2 + 0, 92144y3 + 3, 4087x4 − 10, 915yx3 + 12, 574y2x2

+ 2, 7285xy3 + 4, 1856y4 − 5, 2382x6 + 8, 1009yx5 − 7, 4264y2x4

+ 3, 1785x3y3 − 4, 4109y4x2 − 0, 00446xy5 − 0, 46274y6,

(4)

é uma FEG para o sistema (3).
A Figura 1 mostra a estimativa da região de estabilidade do ponto p0 = (0, 0) obtida

pelo conjunto RK(σ), via o algoritmo da seção 4, e a região de estabilidade verdadeira.
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Figura 1: O conjunto C, a estimativa da região de estabilidade de p0 e a região de estabi-
lidade verdadeira considerando o sistema (3) e a FEG dada por (4).

6 Conclusões

Neste trabalho, foi apresentado um método para estimativa da região de estabilidade
usando FEG. A teoria que suporta o método garante que a estimativa obtida é sempre
conservadora permitindo seu uso para resolver problemas relacionados à estabilidade de
sistemas dinâmicos não lineares. A teoria desenvolvida fornece as bases de um método
direto para a avaliação da estabilidade que pode ser aplicado a uma classe bastante geral
de sistemas dinâmicos: aqueles que admitem função energia generalizada.
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