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Resumo. Neste trabalho, é apresentado um estudo de aplicação de um regulador robusto
para controle de acompanhamento de trajetória utilizando um veículo aéreo não tripulado
(VANT) do tipo quadricóptero. A análise aqui descrita, baseia-se em um modelo dinâmico
identificado e os resultados de simulação mostram o desempenho frente a um regulador linear
quadrático padrão.
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1 Introdução
Na última década, o estudo de técnicas de controle para veículos aéreos não tripulados

(VANTs) tem sido muito explorado em diversos trabalhos de pesquisa. Dentre os vários
tipos de aeronaves, destaca-se o quadricóptero, por ser um VANT de asas rotativas que
possui grande versatilidade, facilidade de se manter estável em voo de pairamento e exe-
cutar manobras em qualquer direção. Diversas técnicas de controle foram utilizadas neste
tipo de aeronave para diferentes objetivos, desde mapeamento aéreo, fotografia, tarefas
de inspeção de edifícios, agricultura e sobre diversas condições de distúrbio e incertezas.
Veja [1, 5, 6].

O controle de sistemas discretos tem sido fundamental em grande número de aplicações,
tais como aeroespacial, robótica, comunicação, finanças, dentre outras. No que tange ao
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controle robusto, várias técnicas foram propostas durante as últimas décadas para lidar
com problemas em que distúrbios internos e externos afetam o desempenho de sistemas
de controle, veja [2, 8] e suas referências.

Dentro deste contexto, este trabalho analisa o desempenho de um Regulador Linear
Quadrático Robusto para sistemas em eventos discretos aplicado no modelo dinâmico
de um VANT. O controle de acompanhamento de trajetória é feito sobre um modelo
identificado em laboratório e os resultados de simulação são discutidos e comparados com o
Regulador Linear Quadrático Padrão. Além disso, são apresentadas diretrizes promissoras
para trabalhos futuros.

2 O Parrot Bebop 2.0 e seu Modelo Matemático
O objeto de estudo deste trabalho será o Parrot Bebop 2.0 por tratar-se de um VANT

de preço acessível5 dotado de um bom sistema de estabilidade em voo. Os comandos
enviados são representados pelo conjunto de entradas ν = [ νvx νvy νvz νvψ ], que
está normalizado dentro da faixa [−1.0,+1.0]. As contribuições presentes em [6] e em suas
referências, fornecem uma equação dinâmica simplificada para um Parrot AR.Drone.
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Figura 1: (a) O Parrot Bebop 2.0; (b) Representação dos sistemas de coordenadas global e local
para um VANT

q̈g = Mν −Nq̇b (1)

em que qg = [ xg yg zg ψg ]T fornece a posição e a orientação com respeito ao frame
global. Analogamente, qb = [ xb yb zb ψb ]T mapeia a mesma quantidade, porém em
termos locais. As matrizes M e N são definidas em [6] e dependem, além dos valores de
ψ, de parâmetros identificados em laboratório.

3 Formulação do Problema
Na Eq. (1), qg e qb relacionam-se por qg = Rqb, onde R é a matriz de rotação em

z. De modo análogo ao proposto em [4] e considerando todo o sistema com referência
5U$349, 99 no website oficial da Parrot
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às coordenadas globais (qb = q), adotam-se q̈d e q̇d respectivamente como acelerações e
velocidades de referência. Definindo q̃ = q − qd, ˙̃q = q̇ − q̇d e ¨̃q = q̈ − q̈d como o erro de
acompanhamento da referência e suas derivadas, podemos reescrever a Eq. (1) como

¨̃q = −NRT ˙̃q +Mν − q̈d −NRq̇d,

em que
ν = M−1

(
u+ q̈d +NRT q̇d

)
. (2)

Portanto, define-se um vetor de estado para representar o espaço de estado baseado no
erro x̃ =

[
˙̃q q̃

]T
=
[
q̇ − q̇d q − qd

]T
. De acordo com a entrada de controle virtual u, a

representação do sistema em tal espaço de estado do erro pode ser escrita como

˙̃x =
[
−NRT 0

I 0

]
x̃+

[
I
0

]
u. (3)

Assim, para o acompanhamento de trajetória ou de uma referência, deve-se obter uma
entrada de controle que minimize o vetor de estado que representa o erro.

4 Controle

4.1 Regulador Linear Quadrático Robusto - RLQR

Em [8] foi desenvolvido um regulador linear quadrático robusto para sistemas lineares
variantes no tempo sujeito a incertezas paramétricas. O regulador é baseado em parâ-
metros de penalidade e mínimos quadrados regularizados, provendo um algoritmo que
independe de parâmetros de ajuste em aplicações online. Considere o seguinte sistema
linear de tempo discreto sujeito a incertezas paramétricas:

xi+1 = (F i + δF i)xi + (Gi + δGi)ui; i = 0, ..., N, (4)

em que F i ∈ Rn×n e Gi ∈ Rn×m são as matrizes de parâmetros nominais do sistema,
xi ∈ Rn é o vetor de estado, ui ∈ Rm é a entrada de controle do sistema e N é o
número inteiro que define a quantidade de iterações. Deve-se considerar que o estado
inicial x0 é conhecido e que as matrizes de incertezas δFi ∈ Rn×n e δGi ∈ Rn×m são
modeladas. De acordo com [8], para obter o RLQR, o seguinte problema de otimização
min
xi+1,ui

max
δF i,δGi

{J̃µi (xi+1,ui, δF i, δGi)} deve ser solucionado, onde J̃µi é a função de custo

quadrático regularizado definida pela Eq. (5).

J̃µi (xi+1,ui, δF i, δGi) =
[
xi+1
ui

]T [
P i+1 0

0 Ri

] [
xi+1
ui

]
+ (5)

+
{([

0 0
I −Gi

]
+
[
0 0
0 −δGi

])[
xi+1
ui

]
−
([
−I
F i

]
xi +

[
0
δF i

]
xi

)}T [
Qi 0
0 µI

]{
•
}
,
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na qual P i+1 � 0, Qi � 0 and Ri � 0 são matrizes de pesos e µ > 0 é um parâmetro
de penalidade responsável por garantir que a igualdade na Eq. (4) se mantenha. De
acordo com [2], para cada parâmetro de penalidade µ > 0, o Regulador Linear Quadrático
Robusto (RLQR) é baseado na solução (x∗

i+1(µ),u∗
i (µ)) do problema de otimização min-

max, no qual se pretende obter a menor magnitude do estado e a menor magnitude de
ação de controle para os piores casos de incerteza. A solução ótima é obtida de acordo com
as deduções em [2,8]. Além disso, quando o parâmetro de penalidade tende ao infinito, o
RLQR mostrado em [8] é obtido. Dessa forma, a lei de controle ótima robusta será:

u∗
i = Kix

∗
i (6)

4.2 Regulador Linear Quadrático Padrão - RLQ

Em teoria de controle ótimo, o Regulador Linear Quadrático Padrão é caracterizado
por encontrar um sinal de controle ui que leva para zero (x = 0) o vetor de estado
do sistema descrito pela Eq. (4), sem incertezas e de maneira ótima [7]. Desta forma,
procura-se resolver o seguinte problema de otimização

J = 1
2

N∑
i=0

[
xTi Qxi + uTi Rui] ,

sendo Q e R são matrizes de penalidade simétricas positivas definidas, tomadas como
parâmetros de projeto. Sendo assim, a lei de controle ótima para qualquer estado inicial é

u∗
i = −Krlqxi, (7)

em que Krlq =
(
R+BTSB

)−1
BTSA e S = ST ≥ 0 é uma solução positiva definida

da equação algébrica de Riccati [3].

4.3 Parâmetros dos Reguladores

(a) Parâmetros do RLQR
As matrizes de parâmetros do Regulador Linear Quadrático Robusto foram definidas

heuristicamente. As matrizes EF e EG influenciam no cálculo do ganho Ki descrito
pela Eq. (6) e, como mencionado anteriormente, podem ser utilizadas para o ajuste
do controlador, desde que satisfaçam a condição descrita em [8] (posto

([
EF Eg

])
=

posto (EG)). Logo, as matrizes de parâmetros utilizadas para este controlador foram:

P = I8×8, Q = 0, 05I8×8, R = 5× 10−4I4×4, H =
[
0, 5 0, 5 0, 5 0, 5 0 0 0 0

]
µ = 1015, EG =

[
2, 5 2, 5 2, 5 2, 5

]
, EF =

[
3, 5 3, 5 3, 5 3, 5 35 35 35 35

]
(b) Parâmetros do RLQ

As matrizes de ponderação Q e R, foram ajustadas heuristicamente como:

Q = 0, 05I8×8, R = 5× 10−4I4×4
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5 Resultados de Simulação
Foram realizadas simulações de acompanhamento de uma trajetória com incertezas no

modelo utilizado. As incertezas paramétricas, podem ser consideradas como incertezas
nos parâmetros identificados e imprecisões do modelo. Sendo assim, as mesmas foram
modeladas da seguinte forma:

δM = M + aiM + biM imp

δN = N + ciN + diN imp

Aqui, δM e δN são as matrizes com incertezas e M imp = N imp são as matrizes que
definem a imprecisão do modelo descrito pela Eq. (1). Os termos ai, bi, ci e di são
números aleatórios limitados no intervalo [−1,+1] e i = 1, .., N . Vale ressaltar que, para
a aplicação dos controladores descritos neste trabalho, o sistema em espaço de estado
descrito na Eq. (3) deve ser discretizado.

d
dt

d
dt

Esforços de
Controle
Eq. (6) ou
Eq. (7)

Entradas de
Controle
Eq. (2)

Modelo
∫∫

ν

q̈ q

u

q̃

q̇d q̈dq̈d

+
−

Figura 2: Diagrama de blocos do sistema simulado.

5.1 Trajetória de Referência

A trajetória de referência utilizada neste trabalho consiste em um círculo de raio 1m, no
plano xy, a uma altura z = 1m, transladando a uma velocidade angular de 0, 4 rad/s, ou
seja, qd =

[
sin 0, 4t cos 0, 4t 1 0

]
. O tempo de simulação foi de 60s e foram realizados

80 experimentos utilizando um passo de integração de 100ms.

5.2 Análise de Desempenho

Para comparar o desempenho dos controladores, foram definidos dois índices. O pri-
meiro, o erro médio instantâneo em cada estado:

L2
(j) = 1

T

∑
T

√√√√ N∑
i=1
|x̃(j)
i |2,
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Figura 3: Comparação entre os controladores em relação ao acompanhamento da trajetória para
cada estado. Voo com duração de 20s.

Sendo que j representa o estado (x, y, z ou ψ), i denota a iteração e T representa
o número de simulações realizadas. O segundo índice é a média da soma dos valores
absolutos dos esforços de controle:

Umédio = 1
T

∑
T

N∑
i=1

∑
j

|u(j)
i |

 ; j = 1, ..., 4

Os resultados obtidos para o RLQR foi Umédio = 390, 2144 e para o RLQ foi Umédio =
458, 0177.
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Figura 4: Comparação de desempenho entre os controladores em relação ao erro médio instantâneo
em cada variável de estado. Resultado de 80 experimentos com voo de duração de 60s cada.

6 Conclusão
Neste trabalho foi avaliada a aplicação de um Regulador Linear Quadrático Robusto

(RLQR) em um modelo identificado. Os resultados de simulação dos controles aqui apre-
sentados mostraram um melhor desempenho do controlador robusto frente ao controlador
padrão. O RLQR obteve um menor acúmulo de erros levando em conta todos os estados
e suas referências, além de requerer menos esforços de controle. Trabalhos futuros objeti-
vam analisar, em ambiente outdoor, o desempenho deste e outros controladores na mesma
aeronave. A adição de distúrbios de vento e métodos compensação serão avaliados a fim
de validar a robustez das estratégias adotadas.
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