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Resumo. Uma nova técnica de śıntese de controladores é apresentada a qual permite o
projeto de sistemas de controle com agrupamento regional e robusto de polos, na presença
de incertezas paramétricas e satisfazendo restrições estruturais predeterminadas. Tais carac-
teŕısticas estão raramente conjuntamente presentes nos métodos de śıntese de controladores
dispońıveis atualmente. A ideia central da abordagem proposta consiste em reformular o
problema original de alocação robusta de polos em um problema de estabilização robusta
equivalente envolvendo controladores altamente estruturados e incertezas. Uma aplicação
numérica corroborando a aplicabilidade da técnica de śıntese proposta é também apresen-
tada.
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1 Introdução

A alocação regional de polos é uma técnica clássica de śıntese de controladores para
sistemas lineares e invariantes no tempo. Por meio do agrupamento dos polos de malha
fechada em regiões apropriadas do plano complexo, o projetista pode estabelecer limites
para a taxa de amortecimento ou para a frequência natural não amortecida dos modos
de oscilação em malha fechada e, então, moldar os parâmetros no domı́nio do tempo da
resposta do sistema. Conforme [10], de um ponto de vista de aplicação, agrupar polos
dentro de uma região é mais importante que a sua alocação exata.

Em [6], condições suficientes são obtidas para alocação de polos em uma classe geral de
regiões convexas do plano complexo definidas por restrições do tipo desigualdades matri-
ciais lineares (LMI). O problema de śıntese de controle pode ser resolvido de forma muito
eficiente por ferramentas de otimização LMI. Além disso, na estrutura LMI, restrições de
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alocação de polos podem ser consideradas simultaneamente com outros critérios de pro-
jeto como, por exemplo, restrições H∞. Esta técnica foi estendida em [7] para resolver o
problema de alocação robusta de polos.

Uma limitação das técnicas de śıntese de controladores baseadas em LMI é a dificul-
dade em lidar com restrições estruturais na lei de controle. Os problemas de śıntese de
controlador estruturado são conhecidos por serem, em geral, NP-dif́ıcil [5]. Portanto, a
técnica de alocação robusta de polos baseada em LMI em [7] pode somente produzir con-
troladores de ordem completa. A dificuldade das técnicas LMI em projetar controladores
estruturados é um dos principais motivos para a volta do interesse nas técnicas de śıntese
de controlador baseadas na otimização não diferenciável observada na última década; ver,
por exemplo, [1–4,9, 11].

Restrições de alocação de polos que apareceram nas técnicas já mencionadas, de śıntese
baseadas em otimização não diferenciável, envolveram restrições de semiplano por in-
termédio da função abscissa espectral [3]. Mais recentemente, uma região mais geral do
plano complexo foi considerada em [11], especificamente para alocação de polos. A técnica
de śıntese em [11] permite o projeto de controladores estruturados com alocação regional
de polos, porém de forma similar aos resultados publicados em [6], a robustez do agru-
pamento de polos não é explicitamente formulada, mas buscada indiretamente via uma
restrição H∞ adicional. Restrições H∞ não ponderadas não são a forma mais adequada
para lidar com incertezas estruturadas como, por exemplo, incertezas paramétricas [12].

2 Método

Neste trabalho, a recente técnica de śıntese de controle, introduzida em [14], a qual
permite o projeto de controladores que satisfazem restrições estruturais predeterminadas,
bem como garantem a alocação robusta de polos na presença de incertezas paramétricas,
é revisitada e aplicada em um sistema mecânico oscilatório de translação (massa-mola-
amortecedor de oito estados). A ideia central na abordagem proposta é reformular o
problema original de alocação robusta de polos em um problema equivalente de estabi-
lização robusta que pode ser interpretado como um problema particular de śıntese µ [8]
envolvendo controlador e incerteza altamente estruturados. O problema de śıntese re-
sultante pode então ser resolvido eficientemente por meio de uma técnica de projeto de
controle estruturado e parametricamente robusto, recentemente introduzida [2].

Conforme [14], considere o sistema incerto linear invariante no tempo

ẋ(t) = (∆ ? M)x(t), (1)

em que M ∈ R(r+n)×(r+n) representa a matriz de estado nominal e ∆ ∈ ∆ ⊂ Rr×r

representa uma matriz bloco diagonal de incertezas cuja estrutura é dada por

∆ ,
{

∆ = diag(δr1Ik1 , . . . , δ
r
mr
Ikmr

: δri ∈R
}
. (2)

A bola unitária em ∆ é denotada por

B∆ , {∆ ∈∆ : σ(∆) ≤ 1}. (3)
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Seja D a região não vazia do semiplano esquerdo complexo, constitúıda como a in-
terseção de um disco, o semiplano esquerdo e uma cunha, como segue:

D(q, r, α, θ, γ) , Ωc(q, r) ∩ Ωhp(α) ∩ Ωw(θ, γ). (4)

O sistema incerto (1) é dito ser robustamente estável se ele for estável para toda
incerteza permitida ∆ ∈ B∆. Se, entretanto, os polos do sistema incerto (1) encontrarem-
se em D para toda incerteza permitida, isto é, λi[∆ ? M ] ∈ D para todo ∆ ∈ B∆, então
o sistema incerto é dito ser robustamente D-estável.

Então, o sistema incerto (1) é robustamente D-estável se e somente se o sistema

ẋ(t) = A∆x(t), (5)

com

A∆ , diag

(
Γ ? (∆ ? M), (∆ ? M) + αIn,

[
sin(θ) − cos(θ)
cos(θ) sin(θ)

]
⊗ ((∆ ? M) + γIn)

)
, (6)

for robustamente estável.

Em resumo, o problema original de projeto que envolve a D-estabilização robusta do
sistema em malha fechada incerto (G(s,∆),K(s)) pode ser resolvido equivalentemente via
o seguinte problema de estabilização robusta:

Problema de śıntese P1: encontre um ganho estático K tal que o sistema incerto
(5)-(6), com M(K), seja robustamente estável.

É altamente instrutivo rearranjar o sistema em malha fechada incerto considerado no
problema P1 na forma clássica padrão para śıntese µ [8]. Este sistema incerto auxiliar
considerado em P1 pode ser reorganizado em uma interconexão LFT padrão e, então, uma
realização para a correspondente planta de śıntese aumentada P (s) pode ser encontrada.

Depois, conforme [14], o problema P1 é resolvido via técnica de projeto de contro-
lador estruturado robusto em [2]. Finalmente, o controlador estruturado robusto K(s)
procurado pode ser obtido diretamente da matriz do controlador K resultante.

3 Resultados

Seja o exemplo de um sistema massa-mola-amortecedor apresentado na Fig. 1, cujo
modelo incerto é utilizado para projetar um controlador de ordem reduzida considerando
a D-estabilização robusta na técnica de śıntese de controlador estruturado apresentada
neste trabalho.

A dinâmica incerta do sistema considerado é dada por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),
y(t) = Cx(t),

(7)
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Figura 1: Diagrama f́ısico do sistema massa-mola-amortecedor de 8 estados.

onde

A=


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
,

BT =
[
0 1

m1p
0 0 0 0 0 0

]
C =

[
0 0 0 0 0 0 1 0

]
,

com
m1p = m1(1 + δ1),
m4p = m4(1 + δ4),

(8)

onde δ1, δ4 ∈ [−0.05, 0.05] representam as incertezas paramétricas e com os seguintes dados

m1 = 1
m2 = 0.25
m3 = 0.1
m4 = 1
k = 0.145
b = 0.04875.

(9)

A Fig. 2 mostra a localização dos polos da planta para 500 amostras aleatórias do vetor
de parâmetros incertos (δ1, δ4) na região permitida definida por δ1, δ4 ∈ [−0.05, 0.05].

Inicialmente, o objetivo do projeto é sintetizar um controlador estático que garanta
a D-estabilização robusta em malha fechada para a dinâmica do sistema com relação à
região D1 indicada na Tab. 1. A presença concomitante de restrições estruturais e de
agrupamento de polos torna inoperantes as técnicas clássicas de śıntese de controlador
robusto neste caso. A popular iteração D,G-K [13], por exemplo, não pode lidar com
nenhuma das restrições.

Para começar, a dinâmica incerta do sistema considerado (7) deve ser rearranjada em
uma forma LFT padrão, por exemplo seguindo as linhas em [12].
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Figura 2: Diagrama de polos da planta.

Tabela 1: Especificações de projeto.

D1

ζ 0.1
r 1.85
α 0
γ 0
q 0

O problema de śıntese auxiliar P1 é então constrúıdo e resolvido via técnica não
diferenciável em [2], que consegue encontrar uma solução viável. Assim, o controlador
estático resultante

K1 =

 −0.09709 −0.8188 0.2811
0.04433 −0.05152 −0.01489
−0.001349 0.01146 −0.04636

 (10)

D-estabiliza robustamente o sistema em malha fechada em relação à região D1. A Fig. 3
mostra o diagrama de polos e zeros do sistema em malha fechada com o ganho estático K1,
novamente para 500 amostras aleatórias do vetor de parâmetros incertos (δ1, δ4) na região
permitida δ1, δ4 ∈ [−0.05, 0.05]. Como esperado, as restrições impostas de localização
regional são de fato respeitadas.

O controlador dinâmico resultante é dado por

K1(s) =

[−0.09709 −0.8188
0.04433 −0.05152

] [
0.2811
−0.01489

]
[
−0.001349 0.01146

] [
−0.04636

]
. (11)
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Figura 3: Diagrama de polos e zeros de malha fechada com controlador estático K1.

4 Conclusão

Uma técnica recente de alocação robusta de polos é apresentada, que permite a śıntese
de controladores capazes de fazer uma alocação regionalmente robusta de polos na pre-
sença de incertezas paramétricas, mas que também atende restrições estruturais prescri-
tas. Como notado antes, tais caracteŕısticas estão raramente conjuntamente presentes nos
métodos de śıntese de controladores atualmente dispońıveis. Além disso, o critério de
alocação de polos proposto pode ser facilmente incorporado em formulações multiobjeti-
vas existentes baseadas em otimização não diferenciável. A aplicabilidade e validade da
técnica de śıntese proposta foi ilustrada por um exemplo numérico desafiador envolvendo
restrição de ordem reduzida e incertezas paramétricas repetidas.
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