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Resumo Este artigo contém uma proposta em controle de sistemas lineares de ordem fra-
cionaria modelados com a derivada fracionaria segundo a definicao de Caputo. O controle
é realizado no dominio do tempo através da realimentacao de estados a-derivativa, a qual
utiliza a derivada de ordem a do vetor de estado. Condigbes em desigualdades matriciais
lineares - LMIs (do inglés, Linear Matriz Inequalities) sdo propostas para a estabilizacao
do sistema realimentado e para a incorporacao de taxa de decaimento Mittag-Leffler, como
indice de desempenho da resposta do sistema.
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1 Introducao e Conceitos Preliminares

Desde as ultimas décadas, o calculo fraciondrio torna-se um tépico atrativo em diversos
campos das ciéncias e engenharias. Em 2017 surgem aprimoramentos em engenharia
elétrica, por exemplo, em [4] um controlador fraciondrio é implementado no controle de
um motor DC. No interim, a necessidade de consolidar uma teoria de estabilidade para
sistemas dindmicos fraciondrios culmina em produgoes relevantes. Em [8], por exemplo,
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estao reunidos alguns dos principais teoremas de estabilidade relacionados aos autovalores
e pélos de sistemas fracionarios lineares, envolvendo equagoes no espaco de estados e
funcao de transferéncia. A analise da estabilidade de sistemas fracionarios tem o seu
maior éxito com a extensao fracionaria do método direto de Lyapunov, que se encontra
estabelecida em [5]. A principio, a utilizagao deste método é onerosa para determinados
sistemas, dadas as dificuldades associadas & derivada de ordem fraciondria do produto
e composicao de funcoes. Entretanto, novos lemas relacionados a derivada de Caputo
trouxeram fluidez ao método direto de Lyapunov fracionério [3], [7]. Motivado por estes
resultados, em especifica alusdo ao que é citado ainda em [5] acerca da néo necessidade de a
taxa de decaimento da energia generalizada de um sistema dinamico ser exponencial para o
sistema ser estdvel, este artigo propoe condicoes LMIs para a estabilidade da realimentacgao
a-derivativa e para a incorporcao de taxa de decaimento Mittag-Leffler, proposta esta que
surge naturalmente como extensao do caso de ordem inteira, estabelecido em [1].

A seguir apresentamos os operadores integral e derivada de ordem fracionaria segundo
Riemann-Liouville e Caputo, respectivamente, os quais sao fundamentados na expressao
fechada devida a Cauchy para a n-ésima integral iterada de uma fungao f(t).

Definicao 1.1. [9] Seja f(t) uma fungao diferencidvel emt € [to,b]. A integral e derivada
de ordem a € R de f(t), 4, I{ f(t) e CDgf(t), sio definidas, respectivamente:
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e a derivagdo fraciondria se reduz a derivacdo inteira, a saber, 4 I gt—nf(t)} = C‘é—n (t).

A funcao Mittag-Lefller é a generalizacao da funcao exponencial e aparece na solugao
de equagoes diferenciais fraciondrias correspondentes ao modelo de sistemas de natureza
fraciondria. A seguir apresentamos a defini¢do da funcao Mittag-Leffler nos parametros «
e B e o seu comportamento assintotico para uma faixa de valores desses parametros.

Defini¢ao 1.2. [9] Para o, >0 e z € C, a fung¢ao Mittag-Leffler de dois parametros,
a qual tende a zero para |arg(z)| > af, 0 <a <2 e >0, é definida como:
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Conforme apresentado nas defini¢oes e teorema subsequentes, em [5] é desenvolvida
a extensao do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem fracionaria Caputo
utilizando o conceito de estabilidade Mittag-Leffler, a qual pode ser investigada através
de uma candidata & fungdo de Lyapunov V(z) e de sua derivada de Caputo © D¢V (z).

Definicao 1.3. /5] Seja CDf‘m = f(t,x) o sistema fraciondrio ndo autéonomo Caputo,
com a € (0,1], z = x(t) € R™ o vetor de estado, f : [0,00] x Q — R™ continua por partes
em t e localmente Lipschitz em x, com Q2 € R™ um dominio que contém a origem x = 0.



Definicao 1.4. [5] Seja a fung¢io m(x) > 0 localmente Lipschitz em x € B C R™, com
constante Lipschitz mo e m(0) = 0. Para o € (0,1], to o instante inicial, A >0 e b > 0,
a solug¢ao do sistema fraciondrio na Defini¢ao 1.3 € dita M. L. estdvel (Mittag-Leffler
estdvel) se |z < {m[z(to)|Eal-A(t — t0)?]}°. Por simplicidade, Eq1(z) = Eq4(2), z € C.

Teorema 1.1. [5] Seja x = 0 um ponto de equilibrio do sistema fraciondrio na Defini¢do
1.3 e D € R™ um dominio que contém a origem. Seja V(t,x) : [0,00) x D — R conti-
nuamente diferencidvel e localmente Lipschitz em x tal que B ||z||* < V(t,z) < B |||
e DoVt x) < —PB3 ||:E||ab, comt >0, zeD, ac (0,1 e B, B2, B3, a, b constantes
positivas arbitrdarias. Entao x =0 € M. L. estdvel.

Observacao 1.1. Para o € (0,1], da Defini¢ao 1.2, notamos que a estabilidade M. L.
implica em estabilidade assintdtica, isto €, 1tlim |lz(t)|| = 0.
—00
As condigoes do Teorema 1.1 sdo apresentadas em outro formato em [6]:

Lema 1.1. [6] Seja x = z(t) € R™ um vetor de fungdes diferencidveis. Se uma fungdo
continua V(t,x) : [0,00) x R" — R satisfaz C D¢V (t,z) < —AV(t,z), com a € (0,1] e
A >0, entao V(t,z) < V(0,2(0))Eq(—Nt).

Recentemente sao realizados esforcos para ampliar a investigacao da estabilidade de
sistemas Caputo através da extensao fraciondria do método direto de Lyapunov. O Lema
apresentado a seguir permite o desenvolvimento da proposta deste artigo.

Lema 1.2. [7] Seja v = z(t) € R™ um vetor de fungées diferencidveis. Para t > 0,
P=PT =0, PcR™ cac(0,1], ainequacio ©D§ {J:TPJ:} <22TP [CDto‘ac] é vdlida.

2 Declaracao do Problema
Problema 1: Considere o sistema Caputo de ordem « € (0, 1], comensurével, con-
trolavel [8], linear, invariante no tempo, com multiplas entradas, descrito por:
“D%: = Az + Bu, (4)

em que A € R™™ tem posto completo, isto é, det(A) #0, B € R™™ z=xz(t) e R" é o
vetor de estado e u = u(t) € R™ é o vetor de entrada. A proposta é encontrar uma matriz
constante K € R™*™ tal que: 1) (I + BK) € R™™ tem posto completo; 2) O sistema
em (4) é M. L. estdvel quando realimentado com a lei de controle a-derivativa:

u=-K{°Djz}. (5)

3 Condicoes em LMlIs para a estabilidade Mittag-Leffler
de sistemas de ordem fracionaria com realimentacao a-
derivativa

Se (I + BK) tem posto completo, entao o sistema Caputo em (4), realimentado com a
lei de controle em (5), ¢ definido por Dz = Av—BK {¢D¢z} , (I+BK){“D§z} = Ax,

“D¢x = (I + BK) ' Ax. (6)



O Teorema proposto a seguir é uma extensao em sistemas de ordem fracionaria do
Teorema 1, aplicado a sistemas de ordem inteira, estabelecido em [1].

Teorema 3.1. Uma condi¢cdo suficiente para a solugao do Problema 1 € a existéncia de
matrizes Q = QT € R™™ ¢ Y € R™*", tais que:

Q>0, QAT +A4Q +BY AT + AYTBT <. (7)
A factibilidade de (7) permite obter a matriz de realimentagao de estados a-derivativa:
K=YvYQ' (8)

Demonstragdo. A candidata & funcao de Lyapunov do tipo quadratica, sobre os estados do
sistema em (6), usada na busca de afirmar a estabilidade M. L. do mesmo, é V (z) = 2T Pz,
com P = PT = (. Utilizando o Lema 1.2 e, as equagdes em (6), substituindo-as, obtemos

D2V (x) < 22TP[ODfa] = [(I + BK) ' Az]" Pe + 27 P [(I + BK) ' Az],
D (z) < 2T {AT [(I+BK)™"" P+ P+ BK)—lA} z.

Obtemos V(z) > 0 e “D¢V(z) < 0 para todo z # 0, com V(0) = 0 e DV (0) = 0,
se P-0e AT [(I+ BK)_I]T P+ P(I+BK) 1A < 0. Desta tltima, pré-multiplicando-a
pela matriz nio singular C' = (I+BK)P~! e p6s multiplicando-a por CT = P~} (I+BK)":

P >0, (I+BK)P'AT + AP~Y(I + BK)T <0. (9)
Conforme o Teorema 1.1, o ponto de equilibrio do sistema é M. L. estdvel. Definimos
Q=P 'leY =KQ. Se P=P" ~ 0, entdo P! = Q = QT ~ 0. Disto seguem as LMIs
em (7). Lembremo-nos de que, para uma matriz ndo simétrica M € R™*" M + M” <0
se e somente se M < 0. Diante disso, do desenvolvimento anterior, P(I + BK) *A < 0.

A matriz P(I + BK)~!A tem posto completo. Dado que A tem posto completo, entdo
(I + BK) tem posto completo, o que é requerido no Problema 1. ]

4 Taxa de decaimento Mittag-Leffler para a realimentacao
a-derivativa

A taxa de decaimento para sistemas de ordem inteira é definida como a maior constante
real v > 0, tal que tlim e’|z|| = 0, x = z(t) € R", [2]. Definimos a seguir a taxa de
—00
decaimento Mittag-Leffler, para sistemas de ordem fracionaria a € (0, 1].

Definicao 4.1. A taza de decaimento Mittag-Leffler é a maior constante real v > 0, tal

que:
Jim /B (2791%) ||z = 0. (10)

Observagao 4.1. Seja x = x(t) € R™™™ o vetor de estado do sistema fraciondrio em
(4), dado comumente pela composi¢ao de fungoes Mittag-Leffler, correspondente a idéntica
natureza de mdzximo crescimento ou decrescimento em diferentes graus internos do sistema
dinamico. O escalar v corresponde ao mdzrimo decaimento da funcdo Mittag-Leffler capaz
de configurar o limite em (10), para todo estado do sistema fraciondrio concentrado.



Mediante a definigdo anterior, o Lema seguinte é proposto.

Lema 4.1. Seja V(z) = 27 Pz, com P = PT, a candidata & funcdo de Lyapunov sobre
os estados do sistema em (4) e v € R um escalar positivo. Entdo a condi¢do © DV (x) <
-2~V (x), se satisfeita para todo x # 0, garante que V(z) < V(z(0))Eq(—27t%), Vt > 0.
Assim, o sistema realimentado em (6) considera taxa de decaimento maior ou igual a 7.

Demonstrag¢io. Para P = 0, sabemos que Apmin(P) [|z]*> < V(z) < Amaz(P) ||z, com
Amin(P) € Amaz(P) 0 menor e o maior autovalor de P, respectivamente. Para o € (0,1] e
t > 0 temos que E,(—27t*) > 0 e conforme o Lema 1.1 a inequacio ¢ D¢V (x) < —27V ()
fornece V(z) < V(2(0))Eq(—27t*), portanto:

Amin(P) l2]* < V(2) < V(@(0)) Ba(=271%) < Aaw(P) [[2(0)||* Ba(=27t%),

Amaz (D) JE (=2t
=] < m”ﬂf(o)“ Eo(—271). (11)
De fato, pela Definicio 1.4, dado que V(z) > 0 e D¢V (z) < 0, para todo x # 0,
o sistema fraciondrio com vetor de estado x é M. L. estdvel, como vemos em (11), com
taxa de decaimento -y, conforme a Definicdo 4.1. Note que, para o = 1 a dinamica é
expressa em derivada inteira e a envoltéria Mittag-Leffler se reduz a exponencial com taxa
de decaimento 7. O

Teorema 4.1. O sistema de malha fechada em (6) possui taxa de decaimento Mittag-
Leffler maior ou igual a v se existem matrizes Q € R™"™ e Y € R™*"™ tais que:

AT + AQ + BY AT + AYTBT + BY
Q>‘0, |:Q QQ+YTBT Q_21 :|-<0 (12)
2

A factibilidade de (12) permite obter a matriz de realimentacao de estados a-derivativa:
K=YQL (13)
Demonstragdo. Satisfazendo aos Lemas 1.2 e 4.1, para o sistema realimentado em (6):

Cpg {27 Py} < 2T {AT [(1+BK)™]" P+ P+ BK)—lA} v < —2T2yPa,

AT [(I+BK)™"]" P+ P(I + BK)"'A < —2yP, para todo x # 0. (14)
Pré-multiplicando a desigualdade em (14) pela matriz nao singular C = (I + BK)P~!
e p6s multiplicando-a por CT = P~}(I + BK)T, obtemos:
~(I+BEK)P'AT — AP™HI + BK)" — (-1) [(I + BK)P™*] 2yP(-1) [P~ (I + BK)"] > 0,

~(I+BK)P AT — AP Y(I+ BK)T —(I+ BK)P™!

~P~Y(I + BK)" L P! =0

Na tltima etapa foi utilizado o complemento de Schur [2]. Definimos Q = P~! e
Y = KQ. Se P > 0, entdo P! = Q > 0. Disto seguem as LMIs em (12). O

Observacao 4.2. As LMIs em (7) e (12) sao idénticas as estabelecidas em [1] nos teore-
mas 1 e 2, respectivamente.



5 Exemplo Numérico

Considere o sistema linear de ordem « = 0,7, controlavel e invariante no tempo:

DY (1) -5 2 0 21 (t) 10
DY aat) | =] -4 0 0,75 za(t) | + | 0 1 | u(t), (15)
DY 3(t) 2 1 0 x3(t) 11

realimentado com a lei de controle a-derivativa em (5). Para a solugao das restrigoes de
taxa de decaimento em (12), as quais implicam nas restri¢oes de estabilidade em (7), foi
utilizado o solver SeDuMi [10] no ambiente do software MatLab®. Obtemos as seguintes
matrizes de ganho, para as taxas de decaimento v = 0,1 e v = 1, respectivamente:

—0,7082 —0,0808 0,0943] K — [ —0,6951 0,2022 —0,2406
) 1=

Ko = 0,4322 —0,5787 —0,6017 |-

’ 0,4011 —0,7262 —1,7480
Conforme a Figura 1, o sistema em malha aberta evolui de forma instdvel a partir

de uma condicao inicial e é estabilizado sob as referidas taxas de decaimento. Ademais,
verificamos que quanto maior é a taxa de decaimento mais breve é o transitério do sistema.

Estas simulagbes foram realizadas com o pacote computacional em [8].

Sistema Realimentado,
Taxa de Decaimento ~ = 1.
T T T T T

Sistema Realimentado,

Sistema em Malha Aberta. Taxa de Decaimento v =0,1.
T T T T T T T T
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Figura 1: Controle de um sistema de ordem « = 0,7, com condigbes iniciais z1(0) =
$2(0) = .%'3(0) =1.

6 Conclusoes

Este artigo propoe uma metodologia de controle em sistemas de ordem a € (0,1]
através da realimentacao a-derivativa, estabelecendo condigoes suficientes em LMIs que
garantem a estabilidade Mittag-Leffler, com taxa de decaimento de projeto . A aborda-
gem ¢é avaliada em um exemplo numérico, no qual observamos a estabilizacdo assintética



de um sistema de ordem a = 0,7, para taxas de decaimento v = 0,1 e v = 1. Em uma
perspectiva futura, estudamos a adequacao da proposta para sistemas fracionarios com in-
certezas politépicas, bem como a sua aplicabilidade no controle de vibragoes em sistemas
mecanicos descritos com a derivada de Caputo.
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