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Resumo. Através da teoria algébrica dos niimeros, propomos um eficiente método de apro-
ximagao de canais via cadeia de reticulados algébricos encaixados por meio da estratégica
compute-and-forward em canais que envolvam codificacao em redes sem fio. A técnica faz
uso de partigoes de cadeias de reticulados definidos sobre o anel de inteiros Z[(3] proveni-
ente de corpos ciclotdmicos Q({3s) com s > 2, onde (3 e (3s denotam as rafzes terceira e a
3°-ésima da unidade, respectivamente.
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1 Introducao

Os modelos de canais utilizados em transmissao de informagao em uma rede sem fio,
tem como caracteristica principal que qualquer receptor captura além do sinal transmitido
a partir de seu transmissor designado, também sinais provenientes de outros transmissores
(interferéncia). Diversos algoritmos e protocolos foram desenvolvidos na literatura para
contornar problemas desta natureza. Dentre estes, destaca-se a estratégica denominada
de calcule e transmite (do inglés compute-and-forward) que tira proveito da interferéncia
para obter altos ganhos de taxas entre os transmissores em uma rede de comunicagao sem

fio [2].
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A construcao e procura destes protocolos é uma area ativa de pesquisa dentro da
tematica de transmissao de informacao em redes sem fio.
Os relés (dispositivos intermediarios utilizados em uma rede de comunicagao) indexados

porm =1,2, ..., M, analisa as combinagoes ruidosas dos sinais transmitidos por meio do
canal
L
Ym = § oy + zm, (1)
=1

onde y,, e x,, denotam os sinais recebido e transmitido, respectivamente. J& h,,; e 2,
denotam os coeficientes do canal e do ruido, respectivamente.

Em [2] os autores mostraram que ao aplicarmos uma transformacao unitéria U no vetor
ym da Equagao (1), recebemos o vetor 4, = Uy, = Zle iUty + Uzegm, onde zegm
¢ um ruido Gaussiano que é circular complexo . No equivalente modelo de canal virtual
considerado, cada relé analisa os pontos reticulados por meio de combinagcoes lineares sobre
o anel de inteiros Z[(3] .

Neste contexto, a expressao Y. a,,t; pode ser vista sob a acdo de um ruido efetivo
Zeqm- Assim, consideraremos os vetores da forma a,,Ut;, h = an,; ¢é o coeficiente do
canal e Ut; é matriz geradora de um reticulado. Assim, esta codificacao sera realizada via
cédigos reticulados N-dimensionais [5], isto é, reticulados obtidos por meio de mergulhos
de cédigos lineares em RY ou CV. As regides fundamentais destes cédigos reticulados
complexos A, do ponto de vista geométrico apresenta um formato ciibico. Estes reticulados
sdo isomorfos a wZ[i]V para algum w € Z[i] ou a w'Z[(3])" para algum w’ € Z[(3]. Também
sdo ditos versoes escalonadas de Z[i]"V e de Z[(3]V.

Nesta codificagao faremos uso de cadeias de reticulados algébricos encaixadas que sejam
versoes escalonadas Z[(g]N que construiremos a partir de familias de corpos ciclotomicos
Q((3s). Dentre as contribuigbes deste trabalho destaca-se a geragao de um pré-codificador
para canais desta natureza, possibilitando desta forma que a codificacao seja realizada
via matrizes derivadas de reticulados algébricos e uma técnica de construcao da cadeia
de reticulados encaixadas serd baseada na acao dos homomorfismos do grupo de Galois
G = Gal(Q(¢3+)/Q(C3)) sobre os geradores dos ideais em Z[(3s] de norma relativa 3 para
todo k € {0,1,...,N —1}.

O trabalho também traz como inovacao dentro desta linha de pesquisa compute and
forward de como as cadeias de reticulados algébricos encaixados sao usados em aplicacoes
de como calcular a soma ponderada de sinais e como encaminha-la.

A partir da raiz 3°-ésima da unidade (3s e no elemento v = 1 — (3s, tomaremos
cadeias de ideais principais 7¥Z[(3s] nos anéis de inteiros Z[(3s] proveniente de corpos
ciclotomicos do tipo Q((3s). Tais ideais s@o Z[(3s]-mddulos gerados por bases expressas
na forma {v*,7*¢,...,4*¢V=1}, onde k € {0,..., N — 1} . Através do mergulho canénico
de cada ideal v*Z[(3s] em CV, obteremos cadeias de reticulados algébricos encaixados
An_1/.../A1/Ag, onde cada Aj é uma versdo escalonada do reticulado complexo Z[(3]",
isto é, A ~ (1 — G)*Z[G]V.

O protocolo dado pela Equagao (1) interpreta o sinal recebido em cada relé como sendo
a soma ponderada dos sinais (dados pelos coeficientes do desvanecimento) visto como uma



soma de pontos do reticulado. Para isto se faz necessario aproximar o sinal recebido por
um ponto do reticulado. A construcéo acima é usada neste contexto. Em particular, o
mergulho canénico v* é utilizado para realizar tal aproximacao.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na secdo 2 é apresentado a teoria
bésica de corpos de nimeros, inteiros algébricos, reticulados algébricos e é proposta uma
construcao de cadeia de reticulados algébricos encaixados a partir de familia de corpos de
ndmeros Q((év ). Na seca@o 3 sao construidos pré-codificadores para aproximacgao de canais
a partir da cadeia de reticulados algébricos proposta na secao 2. Finalmente, na se¢ao sao
apresentados as conclusoes do trabalho.

2 Teoria Algébrica dos Numeros e Reticulados Algébricos

SejaQ Cc Ly C Ly C Ly C ... C L uma cadeias de corpos ciclotomicos satisfazendo
a condi¢ao de que Ly = Q,L; = Q({3s) para todo s > 2. Essa cadeia também pode ser
denotada por Lg/Ls_1/--- /Ly/L;. Cada corpo LLg pode ser visto como um espago vetorial
de dimensao finita sobre QQ ou sobre corpo ciclotémico L,_1, ou seja, temos que Lg/Ls_1
é uma extensao finita de corpos.

Como consequéncia, segue-se que (3s é uma raiz do polinémio minimal ps(x) = z3 —ng.
Logo, o corpo Lg pode ser visto como um espago vetorial sobre Ly de dimensao 3 que
denotamos por [Ls : Ls_1] = 3, onde Ly = Ls_1(¢3). Na cadeia de Ls/Ls_1/---/La/Ly
sdo verificadas as seguintes relagoes:

1. {1,§3j,C§j} é uma base de Lg sobre Ls_;1 tendo (3s como raiz do polindmio mini-
mal ps(z) = 2° — (3 = (v — (i)(z — (35 ¢3)(z — (35¢3) e com o grupo de Galois
Gal(Ls/Ls_1) = {00, 05,02} associado a extensdo Lg/Ls_1, onde 02 = 09, 05((3s) =
(3(3s e og denota o homomorfismo identidade. [3]

2. {1,¢3,. .., Cé\sffl} ¢ uma base de Ly sobre K tendo (3s como raiz do polinémio mi-
nimal fu¢, . () = ff;ol (z — ¢X.). As rafzes de pg,, (z) e com o grupo de Galois as-

sociado a extensao de corpos L/K ¢é dado por Gal(L/F) = {o; : 0((3s) = Cgs,Vj =
0,1,...,N—1},onde N=3"1se K=Qe N =32 se K=Q((3). [3]

3. O conjunto dos elementos de L que sado inteiros sobre Z formam um Z-mddulo,
isto é, os elementos gerados pelos elementos de L dados por {1, (ss, Cgs, N 5’571}
denotado por Op, ou Z[(3:], chamado de anel de inteiros de L. Convém, ressal-
tar que Op, também pode ser visto como um Z[(3]-médulo com os elementos por
{1, (3s, <§S, e ,Cg’j_z} que é justamente o caso de interesse neste trabalho.

A partir de uma extensao finita de corpos L/K de grau ¢, podemos definir o trago e
a norma relativa de um elemento a € Op, como sendo os inteiros algébricos Ty /x(a) =
Sty oi(a) and Ny k(o) = [1.Z; oi(a), respectivamente. Observe que Try, k() e Npjk(a)
pertence a Og. Se a, B € L, entdo Ny g(aB) = N g(a)Nyg(8)-

Consideremos o mergulho dado por

o:L=CV, como(z)=(oo(z), - ,on_1(2)), (2)



onde o; € Gal(L/Q(¢3)), Vi € {0,...,N — 1}.

Através deste mergulho canénico do corpo ciclotémico de L = Q((3s) em C¥, cons-
truiremos cadeias de reticulados algébricos encaixados Ay em CV associados aos ideais
¥ 7Z[¢3s] gerados por Z[(3s] bases da forma {v* v*(zs, - ,4¥(3s},Vk € {0,...,N —1}. A
matriz geradora de cada reticulado A é descrita na forma:

00(7:) 00(72438) Uo(Wﬁ :g:)
Mo — 01(:7 ) 01(’)’: (3¢) o1y Cs ) 3)
on-1(¥F) on(YFCse) o ono1(FGITY)

Por outro lado, a matriz M), pode ser reescrita na forma M, = By My, onde,

K Ok 0 1 (3s é\;il

T e NI
0 0 UNfi(Wk) 1 O’N_l.(Cgs) O'N—l(C;‘)S)Nil)

Por simplicidade de notacao, denotaremos By, na forma By, = diag(vk, U(’Yk)a S VN_I (’Yk))‘

Por outro lado, hd uma outra matriz associado a cada reticulado algébrico Ap que
chamaremos de matriz Gram e dada por G = Mk.ﬂz, onde M' denota a matriz trans-
posta conjugada da matriz M. A notacdo @ denota o conjugado complexo do elemento
a = ay + az(3 € Z[(3] dada por @ = a; + a2(§. Sem muita dificuldade, mostra-se que a
matriz Gram do reticulado Ay é escrita na forma Gy, = M.B;, M By,.

Seja A’ um subreticulado de A. Sejam M e M’ as matrizes geradoras dos reticulados
A e A, respectivamente. Assim, A’ pode ser expresso por A’ = {x = UMM|\ € Z[G]V},
para matriz complexa U de posto N. Logo, o célculo do indice da partigdo Ag/A’ é dado
por [Ag/A'| = [det(U)].

2.1 Construgao de cadeia de reticulados algébricos encaixados dados por
versoes escalonadas de Z|[(3]V

Dizemos que uma cadeia de reticulados Ay_1,---, A1 estd encaixado no reticulado
Ase A1 € Ay_o C --- C Ay C A. Faremos uso da teoria algébrica dos nimeros
para construir explicitamente cadeias de reticulados encaixados para serem utilizados em
problemas voltados para aproximagao de canais.

Proposicao 2.1. A norma relativa Ngc,s)/0(c) (1 — (3:) = 1 — (3, para todo s > 1.

Demonstracdo: Se s = 2, assim NQ(ng)/Q(Cg)(l —(32) = (1—C32) (1= (32C3) (1 — (5203) =
1—(3, = 1—(3. Por indugéo, supomos que NQ(C3S_1)/Q(C3)(1—C3571) = 1—(3. Agora, desde
que N (¢e) /Q(¢ge-nr, (1=C30) = (1=C35)0s(1=C3s) 02 (1—C3s) = (1=C35) (1=C35(3) (1—=C35G3) =
13 — (3., segue-se que NQ(<3S)/Q(<3371)(1 —(3s) =1 —(gs-1.

Entao, Noee)/qes-1)(1—Gs) = (1= Ce)(1—G3:G3) (1 = (3:¢3) = 12 = (3 = 1 — (3o
Portanto, N@(CSS)/Q(C3)(1 —(3s)=1—(3.



Proposigao 2.2. O ideal S = (1 — (3+)Z[C3+] € um ideal primo no anel de inteiros Z[(ss]
e No(¢se)/Q(l — (32) = 3, para todo s > 1.

Demonstragio: Para s = 1, temos que Ng(¢)/o(l —¢3) = (1 =)ol - () = (1 -

(3)(1 —(3) = 3, segue-se entdo que I = (1 — (3)Z[(3] é um ideal primo no anel de inteiros
Z[¢3]. Por indugao, supomos que NQ(C:;sfl)/Q(l — (3s-1) = 3. Agora, desde que

No(csor/a@-1)(1 = G3s) = 1= (o,

segue entdao que Ny, )/l — (35) = N@(Cgsfl)/Q(l — (3s-1) = 3. Portanto, & = (1 —
(35)Z[(3s] é um ideal primo em Z[(3s].

Proposicao 2.3. O indice da particao do reticulado Ay sobre o subreticulado Ay é dado
por Ao/Ay, = 3%, para todo k =0,1,--- ,N — 1.

Demonstracio: A matriz geradora M), de Ay é dado por M;, = MU, onde M é a
matriz geradora do reticulado algébrico Ag. Assim, U* = dig(oo(7*), - ,on_1(¥*). Por-

tanto, [Ao/Ax| = [det(UF)] = (T 011! = (No(gye) e (1) = 3.

Proposicao 2.4. O indice da parti¢io de reticulados algébricos Ax_1/Ar = 3, para cada
k=0,1,--- ,N—1.

Demonstracdo: A matriz Gram M), = MU de A, associado ao ideal I* pode ser
reescrita na forma M), = MU*1U. Desde que MU¥1 é a matriz do reticulado Aj_1,

segue-se que |Ay_1/Ag| = |det(U)] = | [Tgt 0i(1 — C39)| = No(eys)/(cs) (1 — C3s) = 3.

Proposigao 2.5. O reticulado algébrico Ay, associado ao ideal (1 — (35 )FZ[(35] € isomorfo
ao reticulado complexo terndrio (1 — (3)*Z[¢3]N, para todo k =0,1,--- ,N — 1.

Demonstra¢io: Sejam v = 1—(3s e a {7yF, ¥ ¢35, - - - ,'kaé\sffl} Z[(3]-base do reticulado
algébrico Ap. Se My é a matriz geradora associado ao reticulado Ag, entao

- SN e F) o SN siaR) e R
Gy = MM} = E : , (5)

Z?!ol Ui(’Yk)Ui(W’k) Zfil Ui(Wk)Ui(’Ykng,\shl)
onde G a matriz Gram do reticulado algébrico Ag. Sendo o corpo de niimeros Q((3s) um
CM-field, segue-se que G} pode ser reescrita na forma

N-1 N-1
Gr=MM =Y 0" )M 3 ai(yF)I,
=0 =0

onde M é a matriz geradora do reticulado Ay = Z[(3]". Pela Proposicao 2.1 e pelas pro-
pridades de norma relativa, segue-se que NQ(Cgs)/Q(Cs)(Vk) =(1-¢)re No(ess)/0(cs)(VF) =
(1 —(3)k. Assim, Gy = Mkmt =(1-C)FM(1 - Cg)kﬂt. Portanto, (1—(3)*M é a matriz
Gram do reticulado ternario complexo (1 — (3)¥Z[(3)V, para cada k= 0,1,--- ,N — 1.



Observagao 2.1. Para obtermos um reticulado algébrico dado por uma transformacdo
unitdria a partir do reticulado Ay dado pela Proposicdo 3.1, basta tomarmos o volume
fundamental de Ay normalizado (divido) pela constante v = vol(Ag)/(1 — (3)N [1].

3 Construgao de Pré-Codificadores para Aproximacao de
Canais a Partir de Reticulados Algébricos

Como vimos na subsecao 2.1, a construgao dos reticulados algébricos encaixados associ-
ados a cadeias de ideais principais fykZ[Qgs] estd intimamente relacionados com as poténcias
do elemento v que sao os geradores destes ideais. Por outro lado, pela Teoria Algébrica dos
Niimeros, sabemos que todos os possiveis geradores de 7*Z[(3s] sdo da forma ¢ k1 (1-¢ kf)a,
onde a € Z[(3s] com ki, ke € {0,1,...,N — 1}. Ao analisarmos os elementos da forma

531 (1-— gf) ha N? possibilidades para estes valores.

Desde que sejam conhecidos kj e ka, temos 2(N — 2) bits, isto é, (N — 2) bits para k;
e (N — 2) bits para ko.

No sentido, de realizar a pré-codificacao, consideraremos as proximas proposicoes:

Proposigao 3.1. Seja G o grupo de Galois associado a extensao de corpos Q((3s)/Q((3)
dada por G = Gal(Q(¢3:)/Q(¢3)) = {0} : 0((3s) = ¢s,Vj = 0,1,...,N — 1}, Entdo: a
agio dos homomorfismo de G em ~ € Z[C3s] ¢ dada por oj(aCht (1 — (36)%2) = al(¢ )P (1 —
Cgs)b para todo o € Z[(3], 7y € Z[(3s] e para todo ki,ke € {0,1,...,N — 1}.

Demonstragdo: Primeiro, observemos que 0;((3s) = C§5 Ao considerarmos (1—(3s)* =
k
Z (]) ].k—J(—ggs)j, temos O'](l — Cgs)k = O'j( (j)lk_](_CBS)J) = (1 - Cgs)k As-
j=0 §=0
sim, 7(aCs! (1 = G3:)*2) = a0y (G} — Ga)M1772) = (o () — 0(Gs)™)) = (GG ~

(C)lthe = a((¢ B (1 — (¢ho)h2).

NE

A partir da Proposi¢ao 3.1, aproximaremos os canais dados pela Equacao (1) dada por
uma matriz H de ordem N, por cadeias matrizes By dadas pela Equacao (5) derivadas de
cadeis de reticulados encaixados isomorfos (. k1 (1-¢ kf)Z[(gs].

Para isto é necessario realizar uma pré-codificacao, para cada coeficiente h na posicao

i da diagonal de H, temos que matriz diagonal dada pela j-linha e j-coluna por uma
(Cés)kl(l—Cés)k? _

constante por 5 = =0oi(7v).
por 5 Cyd (1—Cas)P2 i)
Assim, obtemos
hBi 0 - 0 ao(y*) 0 - 0
0 hBs - 0 0 o1 (’ykz) 0
o . — ) =B, (6)

0 0 hBNfl 0 0 0N—1(’Yk2)



onde By, é a matriz dada pela Equagao (5). Seja h € Z[(3]. A partir da metadologia
descrita neste trabalho, o natural é considerar a aproximacio | h |—| 1 — (35 |2, onde

ko € Z, ou melhor, encontrar um apropriado ko tal que % — 7.

4 Conclusoes

Propomos uma novo método para aproximar os coeficientes de um canal a partir de
cadeias de particoes de reticulados sobre Z[(3] O trabalho também traz como inovagao
dentro desta linha de pesquisa compute and forward de como as cadeias de reticulados
algébricos encaixados sao usados em aplicagoes de como calcular a soma ponderada de
sinais e como encaminha-l4.
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