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Resumo.

Sistemas chaveados são caracterizados por possúırem subsistemas e uma lei de chaveamento
que seleciona um subsistema a cada momento. Uma condição para se projetar a lei de cha-
veamento é a existência de uma combinação convexa Hurwitz entre os subsistemas. Existem
casos nos quais esta condição não é atendida, mesmo existindo uma lei de chaveamento
que estabilize o sistema, como quando existem grandes incertezas na dinâmica da planta.
Neste trabalho utiliza-se um otimizador analógico não derivativo para sintetizar uma lei de
chaveamento entre subsistemas de uma planta na qual a condição convexa Hurwitz não é
satisfeita. Um exemplo numérico mostra a efetividade da proposta, na qual assegura-se a
condição de estabilidade uniforme.

Palavras-chave. Sistemas chaveados, Controle via busca extremal, Otimizador analógico
não derivativo.

1 Introdução

Sistemas chaveados englobam uma classe de sistemas que apresentam um conjunto
de subsistemas e uma regra que deve ser determinada de modo a orquestrar o chavea-
mento entre esses subsistemas, assegurando estabilidade assintótica e boa performance ao
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projeto em malha fechada [6]. Uma das principais questões do controle chaveado é deter-
minar sobre quais condições é posśıvel estabilizar um sistema a partir da determinação de
leis de chaveamento adequadas. As técnicas comumente usadas para estudar esses tipos
de sistemas surgem da escolha de classes distintas das funções de Lyapunov, de modo
que a principal diferença entre elas é o ńıvel de conservacionismo das condições promovi-
das [5]. Já existem trabalhos que apresentam condições de estabilidade que não exigem
um decrescimento uniforme da função de Lyapunov [7]. Além dos casos em que existe
o chaveamento dos sistemas, também é explorado na literatura o chaveamento entre ga-
nhos de realimentação para sistemas incertos [4]. Para existirem tais leis de chaveamento
que resultem em caracteŕısticas estabilizantes, um fator primordial é a existência de uma
combinação Hurwitz convexa entre as matrizes de subsistemas dinâmicos, ou seja, que
todos os autovalores desta combinação convexa apresentem parte real negativa, pois assim
será posśıvel determinar uma lei de chaveamento dependente das variáveis de estado para
estabilizar o sistema linear chaveado cont́ınuo no tempo [10].

Por outro lado, o otimizador Teixeira e Żak é um sistema que proporciona robustez
e eficiência ao projeto de busca pelo mı́nimo de uma função objetivo sem a necessidade
de conhecer explicitamente a derivada de tal função [9]. Como exemplos de aplicações
do otimizador tem-se o controle do Fator de Potência [2] ou o rastreamento de sistemas
incertos não-lineares com direção de controle desconhecida, para o qual desenvolvem-se es-
tratégias de controle via busca extremal (extremum-seeking control) para o rastreamento
semi-global e global [8]. O controle via busca extremal também já foi explorado visando
otimizar o rendimento de geradores de energia elétrica utilizando a energia solar [1].

Neste trabalho, utiliza-se o otimizador analógico não derivativo para sintetizar a lei de
chaveamento entre dois subsistemas de uma planta, na qual a condição convexa Hurwitz
não é satisfeita, devido a grandes incertezas, mesmo existindo uma lei de chaveamento que
torne a origem um ponto de equiĺıbrio.

A seguir descreve-se como está organizado o restante deste trabalho. Na Seção 2 se revi-
sam alguns conceitos importantes no controle de sistemas chaveados lineares cont́ınuos no
tempo. Na Seção 3 descreve-se o otimizador analógico não derivativo e suas caracteŕısticas.
Na Seção 4 é apresentada a solução do problema do chaveamento de subsistemas utilizando
o otimizador Teixeira e Żak [9], bem como suas adaptações e exemplo de aplicação. Fina-
lizando, na Seção 5 seguem as conclusões e discussões sobre a técnica, bem como proposta
para trabalhos futuros.

Como notação utilizada define-se KN = {1, · · · , N} e Λ como conjunto de todos os
vetores λ = [λ1 · · · λN ]′ tais que λi ≥ 0, i ∈ KN e λ1 + λ2 + ...+ λN = 1 [3].

2 Sistemas chaveados

Um sistema linear chaveado cont́ınuo no tempo pode ser descrito da seguinte forma

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(0) = x0, (1)

com x(t) ∈ ℜn sendo o vetor de estado do sistema, σ(t) a lei de chaveamento e x0 a
condição inicial. Considerando um grupo de matrizes Ai ∈ ℜn×n, i = 1, · · · , N , tem-se
que a lei de chaveamento σ(t), para cada t ≥ 0, é tal que Aσ(t) ∈ {A1, · · · , AN} [5].
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Considerando N = 2 subsistemas, existirá uma regra de chaveamento estabilizante que
depende das variáveis de estado do sistema linear chaveado (1), se a combinação convexa
das matrizes {A1, A2} dada por Aλ = λ1A1 + λ2A2, com λ1 + λ2 = 1, λ1 e λ2 ≥ 0,
seja Hurwitz, ou seja, que todos os autovalores Aλ apresentem parte real negativa [3]. A
generalização dessa proposta para N subsistemas dinâmicos propõe que, sendo P ∈ ℜn×n,
tal que P = P

′

, uma matriz definida positiva e uma candidata a função de Lyapunov
V (x) = x

′

Px, então a lei de chaveamento σ(t) = arg mini∈KN
(x

′

PAix) torna o ponto de
equiĺıbrio (x = 0) do sistema (1) globalmente assintoticamente estável [5] se existir λ ∈ Λ
tal que

A′

λP + PAλ =

(

N
∑

i=1

λiAi

)′

P + P

(

N
∑

i=1

λiAi

)

< 0. (2)

Quando (2) não é satisfeita, mas existe uma regra de chaveamento estabilizante, pode-
se aplicar o otimizador analógico não derivativo, como será visto na Seção 4.

3 Otimizador analógico não derivativo

Nesta seção apresenta-se o otimizador não derivativo Teixeira e Żak [9] que foi adap-
tado, como será mostrado na Seção 4, para sintetizar uma lei de chaveamento entre subsis-
temas de uma planta linear cont́ınua no tempo e com grandes incertezas. Este otimizador
é composto por blocos não lineares como histerese e relés e pode ser classificado como
um sistema neural artificial. A Figura 1 apresenta o diagrama de blocos do otimizador
proposto por Teixeira e Żak, para o caso unidimensional, ou seja, quando se trabalha com
uma variável de estado [9].

Figura 1: Diagrama de blocos - Otimizador analógico não derivativo [9].

O sinal de sáıda do detector de pico mı́nimo é yd. Um bloco de histerese (“Histerese”) e
um integrador (“Integrador 2”) terão influência direta na busca do ponto ótimo, sendo que
0 ≤ δ ≤ ∆ com ∆ ≥ 2δ. ∆ e δ são parâmetros de projeto. Vale destacar que quanto menor
os valores de ∆ e δ, menor é a variação da sáıda y em torno do ponto mı́nimo. Outros
parâmetros são A, M e B, sendo A o passo da busca do mı́nimo da função objetivo e
quanto maior for seu valor, maior será a velocidade de busca. Para B temos o passo para
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reiniciar o detector de pico, de forma que respeite as restrições B ≥ 2M e B ≥ A. E
finalmente, o parâmetro M esta associado à velocidade com que o erro ε vai para zero [9].

Neste trabalho, exploram-se as capacidades do otimizador analógico não derivativo [9]
na escolha de uma regra de chaveamento que procure condições de operação adequadas
quando o sistema (1) não satisfaz a condição (2), mesmo existindo uma lei de chaveamento
σ(t) que torne a origem um ponto de equiĺıbrio Globalmente Assintoticamente Estável
(GAE). A abordagem utilizada é ilustrada com um exemplo descrito na Seção 4.

4 Chaveamento de subsistemas utilizando o otimizador Tei-

xeira e Żak

Considere o sistema

ẋ(t) = aσ(t)x(t), x(0) = x0, σ(t) ∈ {1, 2}, (3)

a1(t) = −sen(t), a2(t) = 0, 5 + ϕ(t)(sen(t)), (4)

ϕ(t) =

{

0, 5 se kπ ≤ t < (k + 1)π
1, 5 se (k + 1)π ≤ t < (k + 2)π,

(5)

para k = 0, 2, 4, · · · . Observando (3)-(5) e a Figura 4 note que para todo t ≥ 0, a1(t)
ou a2(t) é negativo. Então existe uma lei de chaveamento σ(t) que torna a origem um
ponto de equiĺıbrio GAE. Para projetar a lei de chaveamento, suponha que a1(t) e a2(t)
são desconhecidas (sistemas com incertezas) e apenas que |a1(t)| e |a2(t)| são menores ou
iguais a 1.

Para determinar uma lei de chaveamento dependente da variáveis de estado que esta-
bilize este sistema é preciso que existam λ1 e λ2 tais que λ1a1(t) + λ2a2(t) < 0. Neste
caso, o esquema de chaveamento é mostrado na Figura 2(a).

Observe que, com a1(t) e a2(t) apresentados em (4),

{

para t = π

2 → λ1a1(t) + λ2a2(t) = λ1 − λ2 < 0

para t = 3π
2 → λ1a1(t) + λ2a2(t) = −λ1 + λ2 < 0

(6)

e sendo λ1 e λ2 constantes, uma lei de chaveamento σ(t) = arg mini∈KN
(x

′

PAix) que
escolha entre os subsistemas não pode ser determinada. Para este exemplo, propõe-se a
adaptação do otimizador Teixeira e Żak [9] de modo que ele sintetize uma lei de controle
para este sistema, como apresentado na Figura 2(b).

Figura 2: Escolha do subsistema. (a) Lei de chaveamento dependente do estado. (b) Uso
do otimizador analógico não derivativo.
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Na Figura 3, ilustra-se a estrutura proposta neste trabalho para associar o otimizador
Teixeira e Żak ao controle chaveado, servindo como elemento de escolha entre os subsiste-
mas. Note que, comparando as Figuras 1 e 3, o sistema chaveado foi ligado à sáıda do bloco
“Histerese” do modelo do otimizador e que, dessa forma, o “Integrador 2”, do modelo ori-
ginal é substitúıdo pela planta. Observe que, a função a ser minimizada é V (x) = x2 e que
existe uma correspondência entre o valor de sáıda do bloco de “Histerese” e o subsistema
escolhido na planta. Quando a “Histerese” assume o valor A escolhe-se o subsistema a1(t)
e quando assume o valor −A escolhe-se o subsistema a2(t), sendo para este caso A > 0
arbitrário.

Figura 3: Diagrama de teste do otimizador analógico não derivativo para o chaveamento
dos subsistemas.

É posśıvel associar os parâmetros do otimizador (B, ∆, M e δ) ao sistema chaveado
proposto na Figura 3. Têm-se que V̇ (x) = 2xẋ = 2xaσ(t)x = 2x2aσ(t). Sendo que, quando
o erro ε = yd − V (x) = 0, então ẏd = V̇ (x) = 2x2aσ(t). Dessa forma, para |x| ≤ xM ,
deve-se ter |ẏd| =

∣

∣2x2aσ(t)
∣

∣ e então da Figura 3 e [9], M > max |ẏd| = 2x2
M
β, sendo

que |aσ(t)| < β, e β é conhecido. ∆ e δ estão relacionados com os valores máximos de
V (x) em torno da origem, sendo escolhidos pelo projetista e B >> M [9]. No regime,
V (x) ∈ [0, ∆] [9].
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Figura 4: Resultados de malha aberta do sistema (3)-(6).

Fixando x(0) = 10, na Figura 4 apresentam-se os resultados de simulação do sistema
(3)-(6), em malha aberta, com σ(t) = 1 e 2. Nota-se, pelos resultados presentes nessa
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figura, que o sistema em malha aberta não apresenta um comportamento adequado. Na
Figura 5, expõe-se resultados do chaveamento da malha com o otimizador como apresen-
tado no diagrama da Figura 3. Os parâmetros escolhidos para o otimizador que satisfazem
as restrições do controle chaveado neste projeto foram B = 1000, ∆ = 0, 04, M = 400,
A = 2 e δ = 0, 02, sendo x(0) = 10. Observa-se que a tomada de decisões sobre qual
subsistema, a1(t) e a2(t), realizada pelo otimizador foi bem sucedida.

O detalhamento do sinal da variável de estado, ilustrado na Figura 5, mostra a dinâmica
de funcionamento do otimizador analógico não derivativo. Observe neste detalhamento,
que o otimizador foi capaz de levar o estado do sistema para uma região muito próxima
ao ponto de equiĺıbrio xe = 0 (V (x) ∈ [0, 0, 04] e x =

√

V (x) ∈ [0, 0, 2]), com uma
caracteŕıstica de estabilidade uniforme. O subsistema escolhido aσ(t) ao longo do tempo
é destacado na Figura 5 em vermelho.
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Figura 5: Resultados de malha fechada do sistema (3)-(6) com chaveamento realizado pelo
otimizador.

5 Conclusões

Foi proposta uma nova abordagem para a utilização de um otimizador analógico não
derivativo como elemento de decisão para o controle de um sistema linear cont́ınuo no
tempo, chaveado e com grandes incertezas. O chaveamento alcançado pela técnica pro-
posta foi capaz de decidir pela escolha entre dois subsistemas, estabilizando o sistema
linear chaveado. Importante notar que, como visto no exemplo, o emprego do otimizador
pode ser realizado mesmo quando não há uma combinação convexa Hurwitz entre os sub-
sistemas, mas existe um chaveamento que estabilize o sistema. Além disso, o otimizador
assegura caracteŕısticas de estabilidade uniforme, já que a variável de estado tende até
uma condição onde permanece variando próxima ao ponto de equiĺıbrio. A proposta para
trabalhos futuros está em estender a abordagem descrita nesse trabalho para sistemas
chaveados de ordem superior, afim de explorar com mais profundidade o potencial e as
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limitações da técnica.
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