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analise da dindmica ndo linear e tem sido explorada por diversos estudiosos com
diferentes abordagens, dentre eles citamos os trabalhos de [5], [6], [8], [9], [12] e [13].
Em um sistema hamiltoniano com valores de energia acima da energia de escape, as
trajetdrias podem escapar da regido de espalhamento por uma das saidas existentes. A
analise de espalhamento cadtico no PR3CCP tem sido abordada por diferentes autores

Resumo. Este trabalho objetiva investigar conjuntos invariantes cadticos para o Problema Restrito
de Trés-Corpos Circular Planar PR3CCP sistema Terra-Lua, considerando como regido de anélise
os arredores do primario menor, mais precisamente entre os pontos Lagrangianos colineares L, e L.
A anélise foi aplicada explorando distintos niveis de energia que revelam diferentes situacdes de
saida da regido de espalhamento. Observou-se que os limites de fronteiras fractais estdo associados a
variedade estavel da sela cadtica, computada nesse trabalho pelo algoritmo Sprinkler. Os longos
tempos de escape da regido de espalhamento estdo vinculados a sela caética e suas variedades
invariantes. A principal aplicagdo dessa investigacdo é no processo de transporte entre regifes no
contexto de missOes espaciais e no estudo de sistemas naturais do sistema solar.
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Introdugao
O processo de escape em um sistema hamiltoniano € uma importante ferramenta de

[3-6] e [15].

O conjunto invariante caotico ndo atrativo também conhecido por sela cadtica ou
sela estranha esta associado a uma estrutura dinamica fractal, formada por trajetorias que
nunca escapardo da regido de espalhamento, independente do valor da energia. Em
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particular, em um sistema nao-hiperbdlico com dois graus de liberdade, as trajetdrias que
ndo escapam da regido de espalhamento também envolvem as solucfes periddicas e
quase-periodicas que estdo sobre toros KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser).

Segundo [2], a sela cadtica é composta por trajetorias de medidas de Lebesgue zero
que nunca escapardo da regido de espalhamento quando t — 4+co ou t - —oo. ESse
conjunto € caracterizado como um conjunto fechado, invariante e limitado contendo uma
Orbita densa [10] e [11]. Cada trajetdria pertencente a sela cadtica possui duas direcdes,
uma estavel e outra instavel. Portanto, a variedade estivel possui orbitas que nunca
escapardo da regido de espalhamento quando, t — +co enquanto que a variedade instavel
possui trajetorias que nunca abandonardo a regido de espalhamento se t - —co. A sela
caotica é formada pela intersec¢do de suas variedades estavel e instavel.

De acordo com [1] e [3], a fronteira fractal de uma bacia de escape, coincide com a
variedade estavel da sela cadtica. As trajetdrias que nascem proximas de uma fronteira
séo as que apresentam os mais longos tempos de escape [2].

O objetivo desse artigo é investigar no PR3CCP sistema Terra-Lua, 0 conjunto
invariante caotico e suas variedades invariantes considerando alguns valores de energia.
A regido de espalhamento situa-se nos arredores do primario menor (Lua), mais
precisamente entre 0s pontos Lagrangianos colineares L; e L,. Nesse modelo,
diferentes niveis de energia correspondem a diferentes saidas da regido de
espalhamento. O primario menor nesse trabalho € considerado um corpo finito.
Sendo assim, analisamos quatro comportamentos distintos para as trajetorias
pertencentes a regido de espalhamento: (i) trajetérias que colidem com o primario
menor, (ii) trajetorias que escapam por L, (iii) por L, (ii) e trajetérias que apos o
encerramento do tempo maximo de integracdo ty.x adotado, ndo apresentaram
nenhum dos comportamentos acima.

O artigo esta organizado da seguinte maneira: na se¢do 2 encontra-se a
descricdo do modelo mateméatico do PR3CCP, os resultados encontrados estdo
descritos na se¢do 3, enquanto que as consideragdes finais do trabalho estdo na se¢éo
4.

O Modelo Matematico

O PR3CCP [14] descreve o movimento de um terceiro corpo P; movendo-se no
campo gravitacional de dois corpos P; e P, conhecidos como primérios. A massa do
terceiro corpo € muito menor que as massas de P; e P,. O movimento dos primarios
nao é perturbado por P;. O movimento de P; esta restrito ao plano de movimento dos
primarios. O parametro de massa do modelo matematico € dado por u = m,/(m; + my,),
onde m; > m,, enquanto que as massas de P; e P,, sdo dadas respectivamente, por
1 — u e u. A equacgdo de movimento do terceiro corpo é dada por:

X —2y=0Q, e j+ 26=Q, (1)
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O modelo tem uma integral de movimento J, conhecida como constante de Jacobi,
dada por:

J,y, %, 9) = 2Q(x,y) — (4% +9%) = C. (4)

A conservacao associada a J definida por uma variedade invariante tridimensional
em um espaco de fase de quarto dimensdes, é dada por:

M, €) ={(x,y,%,9) € R*J(x,y,%,) = C}. ()

A constante de Jacobi C esta relacionada com a energia E do terceiro corpo, dada
por C= -2E.

O modelo dindmico analisado tem cinco pontos de equilibrio, chamados de pontos
Lagrangianos [14]. Trés desses pontos de equilibrio L3, L, e L3, conhecidos como pontos
colineares, sdo instaveis e estdo localizados no eixo x como mostra a Figura 1. Os outros
dois pontos, nomeados de L, e Ls, sdo chamados de pontos triangulares e estéo
localizados no vértice de um triangulo equilateral formado com os primarios.

A regido acessivel as trajetorias para um determinado valor de C é obtida pela
projecdo da superficie M em um espaco de posicdes (X, Yy), considerando
%%+ y? = 2Q(x,y) — C = 0. Assim, a conhecida regi&o de Hill é definida por:

Mu, C) = {(x,y)|Qx,y) = C/2}. (6)

Os limites dessa regido sdao chamados de curvas de velocidade zero (ZVC).

Na Figura 1, observam-se 0s quarto possiveis casos da regido de Hill para o sistema
Terra-Lua do PR3CCP com p=0,0121506683 e (a) C=3,2005; (b) C=3,198675; (c)
C =3,1822 e (d) C= 3,019. A regido em branco representa a regido de Hill (regido
acessivel as trajetdrias); em cinza representamos as regides proibidas as trajetdrias e as
curvas de velocidade zero estdo representadas pela linha preta. No caso (a), C > C4, ndo
existem saidas da regido de espalhamento. No caso (b), C; > C > C,, somente o0 gargalo
em torno do ponto Lagrangiano L; encontra-se aberto, j& nos casos (c) e (d) com
respectivamente, C, > C > C; e C3 > C, sdo possiveis conecc¢des internas e externas
porque os gargalos em torno de L; e L, estdo abertos. Para C < C4 = Cs, ndo existem
regides proibidas.
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Figura 1: Quarto possiveis ca%os da regido de Hill para o sistema Terra-Lua PR3CCP.

3 Resultados Obtidos
Os diagramas de bacias de escape apresentadas nesse trabalho foram construidos
fixando o valor da constante de Jacobi. Utilizou-se uma grade com aproximadamente
1500x1300 condicdes iniciais na se¢do de Poincaré Q definida no plano (x,y) com
x =0 ey>0, para x,, <x < x;,, onde x;, denota a coordenada x de L., k=1, 2, e
-02<y<02.
Nesse trabalho, analisamos quatro distintos comportamentos para as trajetorias,
gerando quatro diferentes bacias de escape:
e Bacia Limitada: formada por trajetérias que no término do tempo méaximo de
integracao tmax, NA0 escapou da regido de espalhamento e nem colidiu com Py;
e Bacia por L; e por L,: formada por trajetérias que escapam pelo gargalo aberto
em torno dos pontos Lagrangianos L; e L, respectivamente, e
e Bacia Colisional: constituida por trajetérias que colidem com Ps.

Nos diagramas de bacias de escape as cores verde, azul, vermelho e preto
representam, respectivamente, as bacias definidas acima.

Diagramas de bacias de escape com condig¢des iniciais situadas a direita do
primario menor e variedade estavel da sela caotica para C=3,200 sdo apresentados na
Figura 2 (a) e (b). A bacia de escape foi construida com tp,= 5000 dtu. Para a
construgdo da variedade estavel da sela cadtica, admitimos tyin= 500 e tyax= 4000. A
variedade estavel da sela cadtica coincide com a fronteira fractal presente entre as bacias
por L, e colisional, além de estar associada aos longos tempos de escape. Quanto mais
proxima uma trajetoria estiver da variedade estavel da sela cadtica, maior sera o tempo
que ela levara para escapar da regido de espalhamento ou colidir com o primario menor.



Devido a presenca do efeito de stickiness nos arredores da pequena ilha de estabilidade
que aparece no diagrama, se considerdssemos um tpax Maior, consequentemente,
encontrariamos outras trajetérias pertencentes a variedade estavel da sela cadtica.
Segundo [7], o efeito de stickiness deve ser compreendido como um confinamento
temporal de Orbitas em uma regido particular do espaco de fase antes de escaparem da
regido de espalhamento.
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Figura 2: Bacias de escape e variedade estavel da sela caética para C=3,200.
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Figura 3: Bacias de escape (a) sela caotica (d) e suas variedades invariantes (b)
estavel e (c) instavel para C=3,197350.



Para C=3,197350, apresentamos na Figura 3 os resultados obtidos de bacia de
escape (Fig. 3a), sela cadtica (Fig. 3d), variedade estavel (Fig. 3b) e variedade instavel da
sela caotica (Fig. 3c). Comparando os dois diagramas de bacias de escape apresentados,
nota-se a reducdo da ilha de estabilidade localizada a direita do priméario menor e das
fronteiras fractais presente entre as bacias envolvidas. Analisando os tempos de escape
nos dois casos, para C=3,197350 a maioria das trajetorias tem tempo de escape inferior a
200 dtu. Para a construcdo da sela cadtica e suas variedades invariantes, considerou-se
tmin= 100 € tyna= 2000. A medida que reduzimos o valor da constante de Jacobi as
fronteiras fractais tornam-se mais suaves. Observam-se semelhancas nos resultados
obtidos nesse trabalho com os apresentados por [1] para o sistema de Hendn-Heilles, ou
seja, quanto mais préximo o valor de energia considerado estiver da energia de escape,
maior serd a fractalidade e mais densa sera a sela cadtica e suas variedades invariantes.

Consideracgoes Finais

Nessa contribuicdo, investigamos conjuntos cadticos invariantes e a dinamica de
escape de um pequeno corpo na regido de espalhamento, situada entre os pontos
Lagrangianos L; e L, para 0 PR3CCP Sistema Terra-Lua. Foram analisadas quatro bacias
definidas de acordo com o comportamento adotado pelas trajetorias. A sela cadtica e suas
variedades invariantes foram computadas utilizando o algoritmo Splinker. Notou-se que a
variedade estavel da sela caotica estd associada as fronteiras fractais existente entre as
bacias envolvidas e aos longos tempos de escape apresentados pelas trajetorias. Quando
admitimos valores da constante de Jacobi proximos da energia de escape, a sela cadtica e
suas variedades invariantes apresentam maior dimensdo fracal. Os resultados obtidos
nesse trabalho podem ser aplicados no processo de transporte entre regides no contexto
de missBes espaciais e no estudo de sistemas naturais.
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