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Resumo.Grande parte dos sistemas fisicos dinamicos pode ser descritos por equagoes dife-
renciais nao-lineares, por isso, um ha grande interesse de pesquisa nessa area. Uma aborda-
gem que pode ser utilizada para o trabalho com sistemas nao-lineares é a linearizacao por
realimentacao exata, que baseia-se na construcao de uma lei de controle que cancele de forma
exata as nao linearidades do sistema, permitindo a imposicao de uma nova dinamica linear.
Tendo isso em vista o presente trabalho possui como objetivos principais abordar a teoria
envolvida na linearizacao exata por realimentacao e aplicar & mesma num sistema dinamico
constituido por um péndulo. E, como objetivo secundario, aplicar controle de posi¢ao no
sistema linearizado. Através da técnica aplicada ao sistema foi possivel linearizar o mesmo
e posteriormente controlé-lo através de técnicas classicas de projeto em espago de estados.
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1 Introducao

Grande parte dos sistemas fisicos dinamicos pode ser descritos por equagoes diferenciais
nao-lineares, por isso, um héa grande interesse de pesquisa nessa drea [1]. Uma abordagem
bastante utilizada para o trabalho com sistemas nao lineares é a linearizacao, o que possi-
bilita a aplicagdo de um amplo conjunto de ferramentas para controle de sistemas lineares
[2].

Uma das técnicas existentes para linearizacao é a linearizagéo por realimentacao exata
de estados. Esta baseia-se na construcao de uma lei de controle que cancele de forma exata
as nao linearidades do sistema, permitindo a imposicao de uma nova dinamica linear. Esta
abordagem possui a vantagem de ser valida para grande parte do espago de estados, porém
para o projeto de tal controlador é condicdo necessaria o conhecimento dos parametros
e estados do sistema o0 que ndo ocorre na maioria dos sistemas reais. Quando houver
incertezas paramétricas ou de medicao, o cancelamento nao serd exato e o comportamento
do sistema ira diferir do desejado, podendo inclusive levar a instabilidade [2, 5].
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A linearizagao cléssica realizada através realimentacao exata, é uma ferramenta ma-
temdatica muito vantajosa para aplicagao em sistemas nao lineares, em contrapartida a
mesma é pouco robusta a incertezas, restringindo suas aplicagoes. Em [3], foi proposto
uma linearizacao realimentagao menos sensivel as variacoes paramétricas do modelo. Nesta
abordagem, os autores propoem que a dinamica nao-linear do sistema seja transformada
em sua aproximagcao linear em torno de um ponto através da linearizacao por realimentagao
de estados.

Outro fator que pode degradar consideravelmente o desempenho da linearizagao exata
e até mesmo tornar o sistema instavel é a saturagao dos atuadores. Sao poucos os estudos
que abordam o efeito da saturagao de um sistema que utiliza linearizacao por realimentacgao
de estados, sendo que algumas deles restringem a operacao do sistema em uma regiao no
espaco de estados em que o controle nao satura. Em [4] os autores propoem a determinagao
de uma regiao no espago de estados na qual a linearizacao por realimentacao de estados
nao satura os atuadores. Baseados na limitacao do sinal de controle para os estados dentro
desta regiao, os autores calculam as trajetérias passiveis de serem implementadas sem que
haja saturacao.

2 Fundamentacao Teédrica

Um sistema é dito nao linear, se em sua descricao matematica, existir pelo menos uma
componente ou um sub-sistema nao linear, sendides, exponenciais, etc [6] . A nao lineari-
dade vem do fato que, tais tipos de sistemas nao satisfazem ao principio da superposicao,
conceito basico para definicao de um sistema linear.

Os sistemas dinamicos reais apresentam caracteristicas que podem classifica-los como
nao lineares, sao elas: variagoes dos parametros, atrasos de transporte e perturbacoes
diversas. Quando utiliza-se os métodos de controle classicos para sistemas com essas
caracteristicas nao lineares, percebe-se que estes apresentam bom desempenho apenas
para uma pequena faixa de operagao do sistema. Fora dela, o desempenho sera ruim, ou
até mesmo instavel [2,6].

Logo, para dispor de mecanismos de controle inteligentes para sistemas nao lineares,
existem metodologias na literatura que auxiliam no projeto de controladores para esta
classe de sistemas. Tais como método de linearizacao exata por realimentacao de estados,
método do projeto da dinamica zero e o desacoplamento de perturbacao, no qual os dois
primeiros melhoram a estabilidade dos sistemas e a performance dinamica, enquanto o
ultimo visa o aumento da capacidade do sistema de controle em resistir a grandes per-
turbacoes [4]. Neste trabalho serd utilizado a linearizacdo exata por realimentagdo como
método de desenvolvimento de controle.

2.1 Linearizagao por realimentacao exata de estados

A linearizacdo consiste encontrar um modelo linear que seja uma boa aproximacio
para o sistema nao linear estudado. No caso da linearizagao por realimentagao, o modelo
linear equivalente do sistema é obtido através da realimentagao nao linear do estado ou da



saida convenientemente escolhida, de forma que o comportamento do sistema em malha
fechada seja linear.

Apenas determinados tipos de sistemas sao suscetiveis de serem linearizados por rea-
limentacao. Em geral, sistemas em que nas equagoes de estados as variaveis de entrada
e de estado s@o separaveis, podendo ser escritas da forma (1), é possivel efetuar uma
linearizagao exata.

&= f(z)+g(x)u (1)

Onde z € R é um vetor de estados, v € RP é um vetor de entradas e y € ™ é o vetor
de saidas.

2.1.1 Definicoes matematicas

Para definir como se da a linearizacao por realimentagao de estados é necessario conhe-
cer algumas defini¢coes matemdticas que auxiliam no entendimento do processo. Sao elas:
derivada de Lie, grau relativo de um sistema e difeomorfismo. As mesmas sao apresentadas
abaixo:

Definicao 1: Seja h(z): R" — R uma funcdo escalar suave e f(x) R™ R™ um campo
vetorial suave no R". A derivada de Lie de h(x) em relagdo a f(x) € uma funcao escalar
dada por:

» dh(z) .
2 0 o) )

Pode-se definir derivadas de lie repetidas de forma recursiva, da sequinte forma:

th(fl))

Lih(z) = Ly(LY Vh(x)), i=10,1,2,.. (3)

Definicao 2: O grau relativo do sistema é dito p, 1 > p > n em wma regigo D C D,
se:

LgLih(z) =0, i=0,1,2,..p—2
Lyl Vn(z) # 0

Definicao 3: Uma funcdo T: R" — R™, definida em uma regiGdo D é chamada de
difeomorfismo se for suave e sua fun¢do inversa T(x)! existir e também for suave.

Com o auxilio dessas definigoes, pode-se enunciar um sistema linearizavel por reali-
mentagao de estados:

Definicao 4: Um sistema ndo linear, pode ser linearizado, no sentido entrada es-
tado, se existir um difeomorfismo T:D — R", tal que as mudancas de varidveis z=T(x)
transforma o sistema (1) para a forma:

(4)

i =aZ+ BB N x)[u— a(z)] (5)

com o par (A,B) controldvel e ((x) nao singular ¥V x € D. Define-se as fungées o e (3:

" — R.



2.2 Determinacao da acao de controle linearizante

O grau relativo de um sistema corresponde ao niimero de estados observaveis do sistema
descrito em (1), podendo vir a serem controlados. O procedimento para obter a entrada de
controle linearizante pode nao ter éxito quando nao se conhecer o grau relativo do sistema
apresentado na definigao 2. Caso o grau relativo (p) seja menor que o grau do sistema (n),
hé uma dindmica interna que precisa ser analisada separadamente. J& para situacao onde
o grau relativo (p) ser igual ao grau relativo do sistema (n), diz-se que hé uma linearizagao
por entrada estado, onde todos os estados sdo observéveis podendo ser controlados.[8]

A transformagao T(x) apresentada na equacao (5) é obtida através da derivada de
Lie aplicada ao sistema. Sua formulagao ¢é apresentada pela equagao (6), resultando no
sistema descrito na equagao (7).

(@)= | 7] = S :(x) (6)
a@)] [y V] LY Vh()
2 = Lh(x) = 22(x)
Zo = L?ch(aj) = z3(x)

(7)
in = (@) + LeLY Vh(z)u

O objetivo da linearizacao por realimentacao é desenvolver uma entrada de controle
(8), para um sistema que pode ser descrito pela equagao (1). A entrada de controle
proposta pela linearizagao por realimentacao pode ser escrita da seguinte formas:

u=az)+ Bx) v (8)

Obtido o sistema linearizado, sujeito a uma nova entrada v, aplica-se a estratégia de
controle classica na malha externa do sistema linearizado que é ilustrada na figura 1.

1 v | F=f@) + o)

y = h(x) z

Figura 1: Malha de linearizacao e controle.



Os parametros a(z) e (z) utilizados na entrada de controle sdo calculados através
das derivadas de Lie aplicadas no sistema e sao dados por:

L%h(z
- (f;_(n) <7 (n}n ®)
LyLy" Vh(x) LyL ™ Vh(x)

3 METODOLOGIA

Para a realizacao do trabalho, primeiramente foi obtido o equacionamento matemaético,
que descrevia a dinamica do péndulo simples. A partir das equacoes do modelo nao linear, o
sistema foi escrito na forma de duas equacoes de estado e, com isso, definiu-se as matrizes
f(x) e g(x). Com as matrizes f(x) e g(x) utilizou-se das técnicas das derivadas de Lie
para realizar a transformagao T'(z) que levasse o sistema nao linear para o sistema linear
equivalente. Com o sistema linear, técnicas classicas de controle foram implementadas
através do software Scilab, para que o sistema fosse levado a um ponto de interesse com
erro de estado estacionario nulo. Por fim foram inseridas perturbagoes nas varidveis do
modelo com o objetivo de observar o comportamento do controlador.

4 RESULTADOS

4.1 Modelo Matematico do Péndulo

3 O

Figura 2: Péndulo simples.

Como ja foi dito, este trabalho consistiu em aplicar a técnica de linearizagdo por
realimentagao exata no sistema péndulo simples figura (2). As equagoes de movimento do
sistema, foram obtidas através da equacao de Lagrange, e sua formulacao é dada em 10 .

: b . 1
6=—Tsen(0)— () + —u (10)

l m ml

Adotando-se z; = 6, 7, = 0, tem-se o sistema escrito na forma das equacoes (1):

T

i
—9sen(xy) — %(xg)

o

(11)
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Como pode ser visto acima, foi possivel escrever o sistema na forma (1), que é uma
das condicoes necessarias para aplicar linearizacao por realimentacao no sistema. Outra
condicao é a analise do grau relativo do sistema. Para o sistema em questao, vemos que o
numero de estados observaveis do sistema é igual a dois, este valor por defini¢cao é igual ao
grau relativo do sistema, que por sua vez ¢ igual a dimensao do sistema. Estes dois fatos
nos garantem que a linearizacao por realimentacao exata pode ser aplicada no sistema de
estudo. Com isso, o sistema linearizado pode ser obtido e é dado em (12)

HR R

y=1[1 0]. [zl]

22

4.2 Projeto do Controlador

Os valores adotados para os parametros do sistema utilizados no projeto sao dados na
tabela 1:

Tabela 1: Valores dos parametros utilizados para o projeto do controlador
Parametro | g(m/s?) b m(Kg) | 1(m)
Valor 9.810 0.003 | 0.100 | 0.500

O resultado da simulagao feita no XCOS é mostrado em 3 e 4
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Figura 3: Resposta do sistema(em vermelho) mediante uma referéncia aplicada(em azul).

Esforgo de Controle
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Figura 4: Esforgo de controle realizado pelo controlador para levar o sistema a referéncia.



A partir das imagens acima, pode-se verificar que o sistema atingiu as especificagoes de
desempenho estabelecidas para o projeto do controlador com erro de estado estacionario
nulo como o esperado. Notou-se também, que o esforco de controle teve uma variagao
razodvel num curto intervalo de tempo para conduzir o sistema para a entrada de re-
feréncia.

5 Conclusao

O presente trabalho consistiu de estudos relacionados a sistemas nao lineares, com
foco em linearizagao exata. O objetivo principal foi de aplicar uma técnica de linearizagao
no sistema nao linear que foi o péndulo simples. Através da realimentacao exata apli-
cada ao sistema, foi possivel obter um sistema linear equivalente em malha fechada, e
utilizar técnicas classicas de controle em espago de estados o para controlar o mesmo. O
objetivo secundario foi avaliar como o esforco de controle era afetado pela mudanga dos
parametros originais do sistema. Na comparagao com o sistema original torna-se claro que
um controlador tradicional nao é capaz de manter o desempenho desejado de um sistema
quando este sofre variacoes em seus parametros.Sendo necesséario, portanto, o projeto de
um controlador robusto, para atender as especificacées do projeto.
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