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Resumo. Este trabalho investiga a aplicagao da evolugao diferencial, juntamente com a
abordagem por meio de desigualdades matriciais lineares (LMIs), para tratar o projeto
de controladores robustos em sistemas lineares chaveados, considerando a realimentacao
estatica de saida. Este projeto pode conduzir a problemas que envolvam desigualdades
matriciais bilineares (BMIs), ou seja, problemas de otimizagdo ndo convexa (NP-hard),
nao existindo na literatura técnicas deterministicas capazes de encontrar a solugao étima.
Portanto, a investigacao de uma técnica hibrida baseada em LMIs e evolugao diferencial
é proposta neste trabalho. Resultados de simulagao sao apresentados a fim de validar a
técnica proposta.
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1 Introducao

A denominagao Sistemas Chaveados é dada & classe de sistemas dindmicos que sdo
compostos por um numero finito de subsistemas, que, respeitando uma regra de chavea-
mento dependente do tempo ou do estado da planta, comutam entre si. Cada subsistema
pode apresentar uma particularidade, levando a um sistema global ser composto por sub-
sistemas estaveis e instaveis localmente. Porém, por meio de uma regra de chaveamento
adequada é possivel conduzir o sistema global para estabilidade [1]. E possivel descrever
uma gama de sistemas fisicos por modelos dinamicos chaveados. Como exemplos encontra-
se na literatura o controle de conversores CC-CC [2], sistemas mecanicos, dentre outros.
Com isso, recentemente pesquisas em torno de sistemas chaveados tem ganhado destaque.
Para analise destes sistemas dindmicos, e posterior projeto de controladores robustos,
considera-se a utilizacao de LMIs (do inglés, Linear Matriz Inequalities). Para a resolugao
de problemas que envolvam LMIs existem aplicagoes disponiveis (solvers) para encontrar
solucdes as quais podem ser aplicados diretamente no MatLab®. Dentre tais algoritmos
pode-se citar o SeDuMi [3] como um dos mais largamente empregados. Porém, o projeto
de controladores robustos, considerando realimentacao de saida, para sistemas lineares
chaveados podem conduzir para condi¢oes que envolvam BMIs. Como tais desigualda-
des apresentam caracteristicas nao convexas e podem ser entendidas como um problema
NP-hard [4] que, até o melhor conhecimento dos autores, ndo existe na literatura técnica
deterministica para encontrar uma solugao 6tima. Portanto, para tratar deste tipo de pro-
blema a aplicacao de técnicas metaheuristica podem ser investigadas. Dentre tais técnicas
destaca-se neste trabalho os algoritmos evolutivos, a qual é um ramo da Inteligéncia Ar-
tificial que buscam solugoes de problemas inspirados na Selecao Natural. Os Algoritmos
Genéticos (AG) apontaram-se como um dos precursores de algoritmos evolutivos e ainda
se destacam pela vasta aplicacao. Porém, outras técnicas que utilizam esta tltima como
base foram desenvolvidas, como o exemplo da Evolugao Diferencial - ED [5]. No presente
trabalho a ED serd a técnica visada para aplicagao. Por fim, considere IKy = {1,2,..., N}
o conjunto dos N primeiros inteiros positivos.

2 Controle de Sistemas Lineares Incertos Chaveados com
Realimentacao Estatica de Saida

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realizacdo em espaco de
estados [6]:
{ z(t) = A(o,a)z(t) + Blo,a)u(t), z(0)=xo, (1)
y(t) = Cux(t),

sendo z(t) € R™ o vetor de estado, y(t) € RP a saida controlada, u(t) € R™ a entrada
de controle, zy a condig¢do inicial e C' € RP*™ a matriz de saida do sistema, constante
para todo t > 0 e o(t) a regra ou lei de chaveamento, que seleciona em cada instante de
tempo t > 0, um subsistema disponivel A(i, «), i € IKyy. Na matriz A(o,«), o vetor o =
[a1 ag ... ] representa as incertezas politdpicas da planta. As matrizes A(o, a) € R™*"
e B(o,a) € R™™ podem ser descritas por meio da combinagao convexa de seus vértices,



ou seja, A(o,a) =370 A, Blo,a) =37 a;Bo > i aj=1,0; > 0,0(t) € Ky,
sendo r o numero de vértices do politopo e N o niimero de subsistemas.

Em aplicagoes préaticas por vezes as varidveis de estado do sistema (x(¢)) nao estao
completamente disponiveis para realimentacdao. Portanto torna-se interessante investigar
leis de chaveamento/controle que sejam dependentes somente da saida da planta (y(t)).
Deste modo, considerando os resultados obtidos em [6] e [7], enuncia-se o seguinte problema
de controle:

Problema 2.1. Determine uma funcio v(.) : RP — {1,2,...., N} tal que a entrada de
controle e a regra de chaveamento

u(t) = Koy(t), o(t) =v(y(t)), (2)

torne o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear chaveado definido em (1) globalmente
assintoticamente estdvel e admite o sequinte limitante superior

J:/ y(t)'y(t)dt :/ x(t) C'Cx(t)dt < nax zoPjrzo < prilnzo (3)
0 0 -

j.ke

Em [7] os autor propos uma solugao para o problema de controle supracitado. Ainda,
para mais detalhes sobre o custo garantido considere a referéncia supracitada.

Teorema 2.1. [7] Se ezistirem A\ € {\ € RN : \; >0, le\il Ai = 1,i € Ky}, um escalar
p >0, matrizes Xy, € R™", Xy, € R" ", matrizes simétricas Qo,, € R™*", Q; € RP*P
e matrizes simétricas definidas positivas Pj, € R"*", tais que

Pj, — pI,, <0, (4)
Xlikleij + X}”/Lk + (*) +2C'C . (*)
Py — X{ik + XQikAij + Prj — X{M + X2iink —Xo2,, — X2ij - (*)
Qo). + Qo,,; +2C'Q:C 0
0 0]’
Qo,, +C'Q\C <0, (6)

para todo 1 € Ky, e j, k € IK,., com Aij = Aij + B K;C, entao a regra de chaveamento
. /
o(y) = arg min (y'Qiy), (7)

Juntamente com a entrada de controle (2), torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado
incerto (1) um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel e o custo garantido
(3) mantém-se para o = x(0) # 0.

Demonstragio. Notacoes: T' = [I, A'(o,a)] e = D i1 QG D ey Ok
Considere que (5) e (6) sao factiveis. Portanto, de (7) e (6), para = # 0 segue que:

0> z'(Qojk + C'Q\C)z > 2'Qojrx + 121111(11 (V' Qiy) = 2’ (Qojr + C'QC)x. (8)



Observe que (8) pode ser reescrita como:

) l
x,(onk + C,QUC)QU — m/T, |: QO]]C +OC QO’C 8 Tx < O (9)
Agora, definindo P(a) = (apa1 Pi1 + cnae Pra + ... + apa Pry), Xi(0,a) = (1 X151 +
X102+ -+, Xior), Xo(o, ) = (a1 Xop1 +@2Xog2+. ..+, Xos,). Entao, multiplicando
(9) por a; x ay, e realizando o somatério de j = 1 até j = r e de k =1 até k = r,
respectivamente, de (5), note que:

1 Qoir + Qori +2C'Q,C 0
0> w7 | T i Tx
2 0 0
XlgkAUj + Airinok + Xloj/iak + A;kX{oj + 20'C

>%Z 2T’

P, — X1y, + XoorAgj + Pj — Xigj + XogjAqj
Pji = Xior + Agj Xoop + Prj — X10j + Agy X5

I e (10)
—Xook — Xogp — Xooj — Xy
Note que é possivel reescrever (10) como:
Xi(0,0)A(,0) + (+) + C'C (+)
1! 1 / T
0> o1 [ X{(0.0) + X2(0.0)A(0.0) —Xa(o.0) = Xj(o.0)] "
C'C P(a) Xi (o, ) .
=T [ A(o,0) -1, |
Pla) 0 Xa(o, @)
[ A'(0,a)
+ [ X{(0,0) Xi(o,a) | ¢ Tz (11)
I,
Reescrevendo (11),
/ \) [c’Cc P(a) I,
T [In A (U,a)] _P(a) 0 :| [A(U,a):| x <0,
V(z)+y'y <0, (12)

Considerando uma fungao quadrética de Lyapunov V(z) = 2/ P(«a)z, note que como
dj—1a; = lea; >0, V(r) >0, para x # 0. Além disto, observe que Viz) <0
para x # 0, conforme (12). Ainda, integrando (12) de zero até infinito, considerando
xo = z(0) # 0, V(x(c0)) =0 e (4) obtém-se (3). Deste modo, a prova estd concluida. [

3 Algoritmo Hibrido - SeDuMi e Evolugao Diferencial

Note que as condigoes dadas em (5) e (6) sao BMIs, tendo em vista a necessidade
de encontrar os valores dos K; da condicao A;; = A;; + B;;K;C e dos \; da combinacao
convexa, expressa por @y = A1Q1 + AQ2 + ... + AnQn. Como supracitado, nao existe



na literatura, até o conhecimento dos autores, método deterministico para solucao étimas
que envolvam BMIs. Tais desigualdades apresentam caracteristicas nao convexas e podem
ser entendidas como um problema NP-hard [4]. Portanto, propoe-se a combinacao da
técnica da Evolugao Diferencial (ED) com o solver SeDuMi [3], ja amplamente aplicado
para solucoes de LMIs, para encontrar solugoes factiveis e otimizadas para as condigoes
dadas em (4)-(6). A ED é um método de otimizagao estocastico baseado em populagao
que foi introduzido por [5] e figurou como um dos melhores algoritmos apresentados na
Second International Contest on Evolutionary Optimization e durante anos vem atraindo
a atencao de pesquisadores de diversas dreas do conhecimento [8]. O algoritmo pode ser
resumido em quatro estdgios, assim como os AG: Inicializagdo da populacdo, mutagao,
cruzamento e selegao. Para detalhamentos consultar [7] e [8].

Os individuos da ED serao compostos pelos valores de \; e/ou K; a serem avaliados ao
longo das geragoes em busca da otimizagao do custo garantido e/ou da resposta dinamica.
Com estes valores fornecidos, as condicoes (5) e (6) passam a ser LMIs e a solugao para
as condicoes do Teorema 2.1 podem ser obtidas por meio do SeDuMi.

4 Exemplo Numérico

Considere o sistema linear incerto (1), sendo r =2, N = 3,4 € {1,2,3}, j € {1,2} e
as seguintes matrizes que representam as dindmicas dos subsistemas [6]:

2 1 0 hi 1 0 -5 -3 1 -5 -6 1
Ai1=13 =5 0|, Ap=13 -2 0|, Apy=|-3 -2 0], Ayo=1|-3 ha 0|,

2 0 =2 2 0o -2 0 2 =2 0 2 =2
0 1 0 o 1 -3 1 01 0
A31 =1 -2 0], A32 =1 -2 0 B=|0| C= |:0 0 1:| . (13)
3 0 =3 3 hs -3 1

Em [6] os autores fazem estudo de factibilidade, portanto variam os valores dos parametros
h1, ho e hg. Para o presente estudo, fixa-se os valores destes parametros em h; = 2,
ha = —30 e hg = 14. Duas abordagens sao realizadas visando empregar o algoritmo hibrido
apresentado na Secao 3. Primeiramente considera-se para o Teorema 2.1 Aij = A;j, ou
seja, entrada controle nula . Assim, u(t) = K;y(t) = 0 restando para o algoritmo encontrar
os valores de \; visando reduzir o valor do pardmetro p relacionado ao custo garantido,
sendo este justamente o valor adotado para a funcao de aptidao da ED. Esta abordagem
é feita com objetivo de comparar os resultados com os valores de \; fornecidos em [6]. Na
segunda abordagem, considera-se entao a entrada de controle para o Teorema 2.1, ficando
a cargo do algoritmo encontrar os valores de K; e \;. Para destacar a flexibilidade do
algoritmo, neste caso considera-se como objetivo de otimizacao a resposta dinamica do
sistema em malha fechada (AU) por meio da alocacao dos autovalores.

Os valores dos parametros considerados em [6] sao A\; = 0,1, Ao = 0,7 e A3 = 0,2 levando
a um valor de p = 8,1188. Como resultado da primeira abordagem o algoritmo obteve
os valores A1 = 0, Ay = 0,9975 e A3 = 0,0025 o que resulta em p = 1,4284, apresentando
uma reducao consideravel se comparado ao valores obtidos com os \; apresentados em [6].
Para a segunda abordagem despreza-se o custo garantido, considerando-se portanto para



o Teorema 2.1 somente as condigoes (5) e (6). A fungao aptiddo a ser minimizada agora ¢é
dada por > "_; maxjex, Re(2;) + max;jek, Im(z;). Nesta expressdo 2; indica os autovalores
da combinagao convexa para cada vértice do sistema em malha fechada, ou seja, fb\j =
)\11211]‘ + )\21212]‘ + )\3143j no caso do exemplo com N = 3. Esta estratégia é realizada com
o objetivo de obter um menor tempo de assentamento com menores oscilacoes e ainda
apresentar a flexibilidade do algoritmo face a outro problema de otimizacao. Por meio do
algoritmo proposto foram obtidos K = [149,648 —199,7088], Ky = [421,9105 —119,0477],
K3 =[-288,1235 — 27,4059], A1 = 0,3154, A2 = 0,1982 e A3 = 0,4864.

As Figuras 1 e 2 apresentam os resultados de simulagao para os trés casos supracitados.
Por meio da Figura 1, que apresenta a resposta dinamica, é possivel observar que zs(t) e
x3(t) (relativos & matriz de saida C) apresentam valores de tempo de assentamento e pico
reduzidos para os casos da abordagem 1 e 2 em relagao aos valores de [6]. A Figura 2.(a)
apresenta o chaveamento ao longo do tempo. J4, a Figura 2.(b) apresenta a fooo y(t) y(t)dt
permitindo avaliar o custo real da resposta para os trés casos. Observa-se que o custo real
considerando o sistema realimentado é o menor obtido, seguido do caso dos A; otimizados.
Portanto, ressalta-se que por meio do algoritmo proposto é possivel tratar as BMIs com o
objetivo de minimizacao de algum critério estabelecido pelo projetista.

x1(t)

! I — Abordagem 1 - \;
-6
---Abordagem 2 - \; e K; N

Iz(t)

P OFRP N ORPNWNONMD
I I
o -4

o e O -
o VP TRTEE R R R R R R S R R e e
8 _q1L _
ot I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25
Tempo (s)
Figura 1: Resposta dindmica do sistema
Abordagem 1 - A;
3 . . . . 15
o
g 2 [ .
! ‘ ‘ ‘ ‘ 3 e
8 [6] S 1 i === Abordagem 1 - \;
< 3 > &
fg 2 Emem— P = S 6]
QE) 1 Abord;gem 3 >\7‘,‘ oK, 8;: 05k ",\0, = = = Abordagem 2 -.\; e K
7] 3= o P
B 2 L e e e
(D:S L 1 L L 0 i i i
" o5 115 2 25 o o5 1 15 2 25
Tempo (s) Tempo (s)
(a) (b)

Figura 2: (a) Chaveamento; (b) Custo real ([;° y(t)'y(t)dt) .



5 Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um algoritmo que combina o solver SeDuMi, capaz de
resolver LMIs, juntamente com a técnica da evolugao diferencial para tratar o problema
da realimentacao estatica de saida de sistemas chaveados que de acordo com a abordagem
tedrica apresenta condigoes com BMIs. Primeiramente, foram apresentadas as condigoes
para o projeto de controlador robusto de saida para sistemas chaveamentos. Posterior-
mente, por meio de um exemplo com resultados de simulacao e considerando duas abor-
dagens diferentes, foi possivel aplicar e verificar que a proposta otimiza o problema de
acordo com o critério desejado.
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