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Resumo. Este trabalho investiga a aplicação da evolução diferencial, juntamente com a
abordagem por meio de desigualdades matriciais lineares (LMIs), para tratar o projeto
de controladores robustos em sistemas lineares chaveados, considerando a realimentação
estática de sáıda. Este projeto pode conduzir à problemas que envolvam desigualdades
matriciais bilineares (BMIs), ou seja, problemas de otimização não convexa (NP-hard),
não existindo na literatura técnicas determińısticas capazes de encontrar a solução ótima.
Portanto, a investigação de uma técnica h́ıbrida baseada em LMIs e evolução diferencial
é proposta neste trabalho. Resultados de simulação são apresentados a fim de validar a
técnica proposta.
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1 Introdução

A denominação Sistemas Chaveados é dada à classe de sistemas dinâmicos que são
compostos por um número finito de subsistemas, que, respeitando uma regra de chavea-
mento dependente do tempo ou do estado da planta, comutam entre si. Cada subsistema
pode apresentar uma particularidade, levando à um sistema global ser composto por sub-
sistemas estáveis e instáveis localmente. Porém, por meio de uma regra de chaveamento
adequada é posśıvel conduzir o sistema global para estabilidade [1]. É posśıvel descrever
uma gama de sistemas f́ısicos por modelos dinâmicos chaveados. Como exemplos encontra-
se na literatura o controle de conversores CC-CC [2], sistemas mecânicos, dentre outros.
Com isso, recentemente pesquisas em torno de sistemas chaveados tem ganhado destaque.
Para análise destes sistemas dinâmicos, e posterior projeto de controladores robustos,
considera-se a utilização de LMIs (do inglês, Linear Matrix Inequalities). Para a resolução
de problemas que envolvam LMIs existem aplicações dispońıveis (solvers) para encontrar
soluções as quais podem ser aplicados diretamente no MatLabr. Dentre tais algoritmos
pode-se citar o SeDuMi [3] como um dos mais largamente empregados. Porém, o projeto
de controladores robustos, considerando realimentação de sáıda, para sistemas lineares
chaveados podem conduzir para condições que envolvam BMIs. Como tais desigualda-
des apresentam caracteŕısticas não convexas e podem ser entendidas como um problema
NP-hard [4] que, até o melhor conhecimento dos autores, não existe na literatura técnica
determińıstica para encontrar uma solução ótima. Portanto, para tratar deste tipo de pro-
blema a aplicação de técnicas metaheuŕıstica podem ser investigadas. Dentre tais técnicas
destaca-se neste trabalho os algoritmos evolutivos, a qual é um ramo da Inteligência Ar-
tificial que buscam soluções de problemas inspirados na Seleção Natural. Os Algoritmos
Genéticos (AG) apontaram-se como um dos precursores de algoritmos evolutivos e ainda
se destacam pela vasta aplicação. Porém, outras técnicas que utilizam esta última como
base foram desenvolvidas, como o exemplo da Evolução Diferencial - ED [5]. No presente
trabalho a ED será a técnica visada para aplicação. Por fim, considere IKN = {1, 2, . . . , N}
o conjunto dos N primeiros inteiros positivos.

2 Controle de Sistemas Lineares Incertos Chaveados com

Realimentação Estática de Sáıda

Considere o sistema linear chaveado incerto com a seguinte realização em espaço de
estados [6]:

{

ẋ(t) = A(σ, α)x(t) +B(σ, α)u(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t),
(1)

sendo x(t) ∈ R
n o vetor de estado, y(t) ∈ R

p a sáıda controlada, u(t) ∈ R
m a entrada

de controle, x0 a condição inicial e C ∈ R
p×n a matriz de sáıda do sistema, constante

para todo t ≥ 0 e σ(t) a regra ou lei de chaveamento, que seleciona em cada instante de
tempo t ≥ 0, um subsistema dispońıvel A(i, α), i ∈ IKN . Na matriz A(σ, α), o vetor α =
[α1 α2 . . . αr]

′ representa as incertezas politópicas da planta. As matrizes A(σ, α) ∈ R
n×n

e B(σ, α) ∈ R
n×m podem ser descritas por meio da combinação convexa de seus vértices,
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ou seja, A(σ, α) =
∑r

j=1 αjAσj , B(σ, α) =
∑r

j=1 αjBσj

∑r
j=1 αj = 1, αj ≥ 0, σ(t) ∈ IKN ,

sendo r o número de vértices do politopo e N o número de subsistemas.
Em aplicações práticas por vezes as variáveis de estado do sistema (x(t)) não estão

completamente dispońıveis para realimentação. Portanto torna-se interessante investigar
leis de chaveamento/controle que sejam dependentes somente da sáıda da planta (y(t)).
Deste modo, considerando os resultados obtidos em [6] e [7], enuncia-se o seguinte problema
de controle:

Problema 2.1. Determine uma função v(.) : Rp → {1, 2, ...., N} tal que a entrada de
controle e a regra de chaveamento

u(t) = Kσy(t), σ(t) = v(y(t)), (2)

torne o ponto de equiĺıbrio x = 0 do sistema linear chaveado definido em (1) globalmente
assintoticamente estável e admite o seguinte limitante superior

J =

∫

∞

0

y(t)′y(t)dt =

∫

∞

0

x(t)′C′Cx(t)dt ≤ max
j,k∈IKr

x0Pjkx0 < ρx′

0Inx0 (3)

Em [7] os autor propôs uma solução para o problema de controle supracitado. Ainda,
para mais detalhes sobre o custo garantido considere a referência supracitada.

Teorema 2.1. [7] Se existirem λ ∈ {λ ∈ R
N : λi ≥ 0,

∑N
i=1 λi = 1, i ∈ IKN}, um escalar

ρ > 0, matrizes X1ik ∈ R
n×n, X2ik ∈ R

n×n, matrizes simétricas Q0jk ∈ R
n×n, Qi ∈ R

p×p

e matrizes simétricas definidas positivas Pjk ∈ R
n×n, tais que

Pjk − ρIn < 0, (4)

[

X1ik
Âij +X1ij Âik + (∗) + 2C′C (∗)

Pjk −X ′

1ik
+X2ik

Âij + Pkj −X ′

1ij
+X2ij Âik −X2ik

−X2ij − (∗)

]

<

[

Q0jk +Q0kj + 2C ′QiC 0

0 0

]

, (5)

Q0jk + C ′QλC < 0, (6)

para todo i ∈ IKN , e j, k ∈ IKr, com Âij = Aij +BijKiC, então a regra de chaveamento

σ(y) = arg min
i∈IKN

(y′Qiy), (7)

juntamente com a entrada de controle (2), torna a origem x = 0 do sistema linear chaveado
incerto (1) um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável e o custo garantido
(3) mantém-se para x0 = x(0) 6= 0.

Demonstração. Notações: T ′ = [In Â′(σ, α)] e
∑

=
∑r

j=1 αj

∑r
k=1 αk

Considere que (5) e (6) são fact́ıveis. Portanto, de (7) e (6), para x 6= 0 segue que:

0 > x′(Q0jk + C′QλC)x ≥ x′Q0jkx+ min
i∈IKN

(y′Qiy) = x′(Q0jk + C′QσC)x. (8)
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Observe que (8) pode ser reescrita como:

x′(Q0jk + C ′QσC)x = x′T ′

[

Q0jk + C ′QσC 0
0 0

]

Tx < 0. (9)

Agora, definindo P (α) = (α1α1P11 +α1α2P12 + . . .+αrαrPrr), X1(σ, α) = (α1X1σ1 +
α2X1σ2+. . .+αrX1σr), X2(σ, α)=(α1X2σ1 +α2X2σ2+. . .+αrX2σr). Então, multiplicando
(9) por αj × αk e realizando o somatório de j = 1 até j = r e de k = 1 até k = r,
respectivamente, de (5), note que:

0 >
1

2

∑

x′T ′

[

Q0jk +Q0kj + 2C ′QσC 0

0 0

]

Tx

>
1

2

∑

x′T ′

[

X1σkÂσj + Â′

σjX
′

1σk +X1σjÂσk + Â′

σkX
′

1σj + 2C ′C

Pjk −X ′

1σk +X2σkÂσj + Pkj −X ′

1σj +X2σjÂσj

Pjk −X1σk + Â′

σjX
′

2σk + Pkj −X1σj + Â′

σkX
′

2σj

−X2σk −X ′

2σk −X2σj −X ′

2σj

]

Tx. (10)

Note que é posśıvel reescrever (10) como:

0 > x′T ′

[

X1(σ, α)Â(σ, α) + (∗) + C ′C (∗)

P (α)−X ′

1(σ, α) +X2(σ, α)Â(σ, α) −X2(σ, α) −X ′

2(σ, α)

]

Tx

= x′T ′

{[

C ′C P (α)

P (α) 0

]

+

[

X1(σ, α)

X2(σ, α)

]

[

Â(σ, α) −In
]

+

[

Â′(σ, α)

−In

]

[

X ′

1(σ, α) X ′

2(σ, α)
]

}

Tx. (11)

Reescrevendo (11),

x′
[

In Â′(σ, α)
]

[

C′C P (α)
P (α) 0

] [

In

Â(σ, α)

]

x < 0,

V̇ (x) + y′y < 0. (12)

Considerando uma função quadrática de Lyapunov V (x) = x′P (α)x, note que como
∑r

j=1 αj = 1 e αj ≥ 0, V (x) > 0, para x 6= 0. Além disto, observe que V̇ (x) < 0
para x 6= 0, conforme (12). Ainda, integrando (12) de zero até infinito, considerando
x0 = x(0) 6= 0, V (x(∞)) = 0 e (4) obtêm-se (3). Deste modo, a prova está conclúıda.

3 Algoritmo Hı́brido - SeDuMi e Evolução Diferencial

Note que as condições dadas em (5) e (6) são BMIs, tendo em vista a necessidade
de encontrar os valores dos Ki da condição Âij = Aij + BijKiC e dos λi da combinação
convexa expressa por Qλ = λ1Q1 + λ2Q2 + ... + λNQN . Como supracitado, não existe
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na literatura, até o conhecimento dos autores, método determińıstico para solução ótimas
que envolvam BMIs. Tais desigualdades apresentam caracteŕısticas não convexas e podem
ser entendidas como um problema NP-hard [4]. Portanto, propõe-se a combinação da
técnica da Evolução Diferencial (ED) com o solver SeDuMi [3], já amplamente aplicado
para soluções de LMIs, para encontrar soluções fact́ıveis e otimizadas para as condições
dadas em (4)-(6). A ED é um método de otimização estocástico baseado em população
que foi introduzido por [5] e figurou como um dos melhores algoritmos apresentados na
Second International Contest on Evolutionary Optimization e durante anos vem atraindo
a atenção de pesquisadores de diversas áreas do conhecimento [8]. O algoritmo pode ser
resumido em quatro estágios, assim como os AG: Inicialização da população, mutação,
cruzamento e seleção. Para detalhamentos consultar [7] e [8].

Os indiv́ıduos da ED serão compostos pelos valores de λi e/ou Ki a serem avaliados ao
longo das gerações em busca da otimização do custo garantido e/ou da resposta dinâmica.
Com estes valores fornecidos, as condições (5) e (6) passam a ser LMIs e a solução para
as condições do Teorema 2.1 podem ser obtidas por meio do SeDuMi.

4 Exemplo Numérico

Considere o sistema linear incerto (1), sendo r = 2, N = 3, i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2} e
as seguintes matrizes que representam as dinâmicas dos subsistemas [6]:

A11 =

[

2 1 0
3 −5 0
2 0 −2

]

, A12 =

[

h1 1 0
3 −2 0
2 0 −2

]

, A21 =

[

−5 −3 1
−3 −2 0
0 2 −2

]

, A22 =

[

−5 −6 1
−3 h2 0
0 2 −2

]

,

A31 =

[

0 1 0
1 −2 0
3 0 −3

]

, A32 =

[

0 1 −3
1 −2 0
3 h3 −3

]

B =

[

1
0
1

]

C =

[

0 1 0
0 0 1

]

. (13)

Em [6] os autores fazem estudo de factibilidade, portanto variam os valores dos parâmetros
h1, h2 e h3. Para o presente estudo, fixa-se os valores destes parâmetros em h1 = 2,
h2 = −30 e h3 = 14. Duas abordagens são realizadas visando empregar o algoritmo h́ıbrido
apresentado na Seção 3. Primeiramente considera-se para o Teorema 2.1 Âij = Aij , ou
seja, entrada controle nula . Assim, u(t) = Kiy(t) = 0 restando para o algoritmo encontrar
os valores de λi visando reduzir o valor do parâmetro ρ relacionado ao custo garantido,
sendo este justamente o valor adotado para a função de aptidão da ED. Esta abordagem
é feita com objetivo de comparar os resultados com os valores de λi fornecidos em [6]. Na
segunda abordagem, considera-se então a entrada de controle para o Teorema 2.1, ficando
a cargo do algoritmo encontrar os valores de Ki e λi. Para destacar a flexibilidade do
algoritmo, neste caso considera-se como objetivo de otimização a resposta dinâmica do
sistema em malha fechada (Âij) por meio da alocação dos autovalores.

Os valores dos parâmetros considerados em [6] são λ1 = 0,1, λ2 = 0,7 e λ3 = 0,2 levando
à um valor de ρ = 8,1188. Como resultado da primeira abordagem o algoritmo obteve
os valores λ1 = 0, λ2 = 0,9975 e λ3 = 0,0025 o que resulta em ρ = 1,4284, apresentando
uma redução considerável se comparado ao valores obtidos com os λi apresentados em [6].
Para a segunda abordagem despreza-se o custo garantido, considerando-se portanto para
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o Teorema 2.1 somente as condições (5) e (6). A função aptidão a ser minimizada agora é
dada por

∑r
j=1maxj∈IKrRe(zj)+maxj∈IKr Im(zj). Nesta expressão zj indica os autovalores

da combinação convexa para cada vértice do sistema em malha fechada, ou seja, Âλj =

λ1Â1j + λ2Â2j + λ3Â3j no caso do exemplo com N = 3. Esta estratégia é realizada com
o objetivo de obter um menor tempo de assentamento com menores oscilações e ainda
apresentar a flexibilidade do algoritmo face à outro problema de otimização. Por meio do
algoritmo proposto foram obtidosK1 = [149,648 −199,7088], K2 = [421,9105 −119,0477],
K3 = [−288,1235 − 27,4059], λ1 = 0,3154, λ2 = 0,1982 e λ3 = 0,4864.

As Figuras 1 e 2 apresentam os resultados de simulação para os três casos supracitados.
Por meio da Figura 1, que apresenta a resposta dinâmica, é posśıvel observar que x2(t) e
x3(t) (relativos à matriz de sáıda C) apresentam valores de tempo de assentamento e pico
reduzidos para os casos da abordagem 1 e 2 em relação aos valores de [6]. A Figura 2.(a)
apresenta o chaveamento ao longo do tempo. Já, a Figura 2.(b) apresenta a

∫

∞

0 y(t)′y(t)dt
permitindo avaliar o custo real da resposta para os três casos. Observa-se que o custo real
considerando o sistema realimentado é o menor obtido, seguido do caso dos λi otimizados.
Portanto, ressalta-se que por meio do algoritmo proposto é posśıvel tratar as BMIs com o
objetivo de minimização de algum critério estabelecido pelo projetista.
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5 Conclusões

Neste trabalho foi proposto um algoritmo que combina o solver SeDuMi, capaz de
resolver LMIs, juntamente com a técnica da evolução diferencial para tratar o problema
da realimentação estática de sáıda de sistemas chaveados que de acordo com a abordagem
teórica apresenta condições com BMIs. Primeiramente, foram apresentadas as condições
para o projeto de controlador robusto de sáıda para sistemas chaveamentos. Posterior-
mente, por meio de um exemplo com resultados de simulação e considerando duas abor-
dagens diferentes, foi posśıvel aplicar e verificar que a proposta otimiza o problema de
acordo com o critério desejado.
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