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Resumo. Este trabalho visa demonstrar o uso da técnica de self-controlling feedback para o controle de caos na equação de Van der Pol. Uma vez escolhido os parâmetros que proporcionassem um comportamento caótico, perturbações autoalimentadas pela saída do sistema, disparada com atraso, foram inseridas.  Observou-se a mudança de estado  para uma condição de estabilidade, evidenciando-se assim o sucesso do método empregado.
Palavras-chave.  Caos, Oscilador caótico, Controle 
Introdução
Ao longo das últimas décadas, houve um expressivo aumento de interesse pelo “controle de caos”, termo cunhado pela primeira vez no trabalho de Ott, Grebori e Yorke [4]. Dentre os modelos caóticos mais estudados, há os que se utilizam da Equação de Van der Pol para a simulação de processos oscilatórios não-lineares [2]. Seu uso abrange os ramos da física, eletrônica, biologia, neurologia, sociologia e economia [7]. Dada a tamanha relevância frente a  expressiva gama de aplicações, torna-se interessante focar em técnicas que possam levar tais sistemas oscilatórios de um comportamento caótico a uma situação de estabilidade.
Assim sendo, optou-se por pesquisar técnicas de controle de caos positivamente reconhecidas na atualidade, compreendendo suas vantagens e limitações de uso. Através de uma survey [1], o autor desse artigo tomou conhecimento da técnica de self-controlling feedback [5] e optou por experimentá-la para o controle de caos na Equação de Van der Pol.
Propósito
Visando encontrar uma técnica de controle satisfatória aos sistemas baseados na Equação de Van der Pol, foi experimentado o médoto de controle por feedback com delay, mais conhecido como self-controlling feedback, desenvolvido por Pyragas [5]. 
Métodos
O método de self-controlling feedback apresentado por Pyragas se baseia no uso do sinal de saída do sistema caótico. Como consta em [5], esse sinal deve ser reinserido no sistema de forma especial. O diagrama de bloco que segue exemplifica a dinâmica da ténica de controle.
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Figura 1: Diagrama de bloco do esquema utilizado para 
self-controlling feedback. D é a linha de atraso.
A Equação de Van der Pol com Forçante Cossenoidal, amplamente estudada em [7], pode ser interpretada algebricamente da seguinte forma:
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Onde x e y são escalares, a ≠ 0, b > 0 e ω é um número real.
Ao se adicionar a função de controle F(y), reescrevemos o sistema do modo como segue:
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Em que F(y) = K.(y(t - τ) - y(t)), sendo que K é o peso ajustável experimentalmente da perturbação e τ é o valor de atraso no tempo escolhido.

Como colocado em [5], se o tempo de atraso τ coincide com o período da i-ésima UPO (unstable periodic orbit), τ = Ti, então a perturbação se torna zero para a solução do sistema correspondente à órbita de período Ti.
Resultados  
Como apresentado por [7], quando a = 3, b = 5, ω = 1,788, o sistema de Van der Pol apresenta comportamento caótico.

Com base nessa escolha de parâmetros, o estudo do maior Exponente de Lyapunov comprova a afirmação anterior, tendo como resultado um valor maior que zero [6].
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Figura 2: Gráfico de obtenção do maior Expoente de Lyapunov para a Equação de Van der Pol com os parâmetros a = 3, b = 5 e ω = 1,788.
Com os mesmos valores de parâmetros anteriores, é notável qualitativamente o comportamento caótico através da observação do Espaço de Fase do sistema.
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Figura 3: Espaço de Fase para os parâmetros a = 3, b = 5 e ω = 1,788 sem self-controlling feedback.
Após a implementação do self-controlling feedback, onde τ = 0,2 e K = 0,5, o Espaço de Fase obtido, com o mesmo número de iterações anteriormente escolhido, apresenta órbitas regulares.
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Figura 4: Espaço de Fase para os parâmetros a = 3, b = 5 e ω = 1,788 com self-controlling feedback, onde K=0,5 e τ = 0,2.
Como demonstrado graficamente, pode-se perceber que o método de estabilização de órbitas periódicas instáveis proposto por Pyragas foi eficaz na Equação de Van der Pol com Forçante Cossenoidal.
Discussões
Como já demonstrado no trabalho [5], a técnica de self-controlling feedback se mostrou bastante eficaz para os conhecidos sistemas de Rossler e de Lorenz. Entretando, o autor se interessou por se utilizar da mesma técnica para o controle de caos na Equação de Van der Pol com Forçante Cossenoidal, visto a vasta potencialidade desse sistema para a modelagem de fenômenos em diversos ramos do conhecimento humano.

Conclusões
Através dos experimentos, eivdenciou-se a eficácia do método de controle escolhido para a Equação de Van der Pol com Forçante Cossenoidal. Há, no entanto, a necessidade de se atentar para os valores de atraso que proporcionam, de fato, a transferência de um comportament caótico para situações de estabilidade periódica. A amplitude de sinal suficiente para o controle do caso estudado é relativamente pequena em comparação aos outros coeficientes presentes no sistema sem o controle, o que explicita a eficiência da técnica desenvolvida por Pyragas para essa abordagem.

Talvez, a maior vantagem do método escolhido seja a baixa complexidade de adaptação ao sistema estudado, em que não há a necessidade de uma força externa para efetuar o controle do caos.

Futuramente, o autor se utilizará desse estudo para implementar o controle de outros sistemas baseados na Equação de Van der Pol, que, como já explanado anteriormente, tem sido amplamente utilizado na modelagem nas mais diversas áreas de conhecimento da humanidade.
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